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Proposito

Desarrollar las competencias necesarias para el aprendizaje de las Mateméticas en
los estudiantes de Bachillerato Tecnolégico, en los planteles de la DGETI de la Republica
Mexicana y que les permita alcanzar el perfil de egreso que exigen los nuevos tiempos,
enfrentando la contingencia sanitaria actual que se presenta en el pais por SARS COV-2,
gue requiere de su permanencia en casa. Asimismo, cada manual esta disefiado para servir
de apoyo al docente titular de las asignaturas para propiciar en el alumno, adn en la
distancia, el interés de dirigir su automotivacion hacia el aprendizaje autodidacta de los
contenidos de los programas de estudio vigentes de las asignaturas de Matematicas en el
plan nacional educativo, a través de la construccion de sus propios conocimientos y la
aplicacion pertinente de éstos en su contexto personal y su vida cotidiana, desde una 6ptica
critico-analitica del pensamiento individual.

Marco teodrico

Los seres humanos somos capaces de conocer el mundo a través del lenguaje, del
andlisis logico-matematico, de la representacion espacial, del pensamiento musical, del uso
del cuerpo para resolver problemas o hacer cosas, de la propia interpretacion del universo,
la interrelacién con los demas individuos y de una auto comprensién de nosotros mismos.
Donde los individuos se diferencian es en el nivel e intensidad de sus habilidades y en las
formas en que recurre a esas mismasy se les combina para llevar a cabo diferentes labores,
para solucionar diversos problemas y progresar en distintos ambitos.

Las personas aprenden, representan y utilizan el saber de muchos y de diferentes
modos, estas diferencias desafian al sistema educativo, que hoy en dia lucha por
contraponerse a las ideas err6neas de que todo el mundo puede aprender los mismos
conocimientos, las mismas disciplinas y del mismo modo y que basta con una medida
uniforme y universal para poner a prueba el aprendizaje de los alumnos.

Los procesos de aprendizaje de las matematicas requieren de estrategias que
permitan al alumno que las competencias que son adquiridas en la escuela se sitlien en un
ambiente cotidiano para relacionar, interpretar, inferir y aplicar los saberes a la resolucion
de problemas.

El desarrollo de habilidades, destrezas y actitudes se relaciona directamente con las

condiciones que se deben dar para lograr que los aprendizajes en el estudiante sean
significativos y lo mas funcional posible.
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El proceso de evaluacién de las competencias consiste en utilizar los medios que
permitan a los alumnos reconocer si los esquemas de actuacion aprendidos le son de
utiidad, a tal grado que le sirvan para intervenir correctamente ante una situacion
problematica planteada en la cotidianidad.

Marco referencial

Al analizar los procesos de aprendizaje de las matematicas, es posible percatarse
que los alumnos han experimentado una serie de estrategias por parte de los docentes para
que las competencias las transfieran en situaciones de la vida real. Esto exige relacionar,
interpretar, inferir, interpolar, inventar y aplicar los saberes a la resolucion de problemas,
mediante la intervencion en la realidad reflexionando y actuando sobre la accién vy
reaccionando con responsabilidad ante situaciones imprevistas o contingentes.

El aprendizaje por competencias esté directamente relacionado con las condiciones
que deben darse para que los aprendizajes sean los mas significativos, situados y
funcionales posibles.

La evaluacién del aprendizaje de competencias responde a la evaluacién de
contenidos; pero no toda la evaluacion estéd referida a ello. Si consideramos que la
evaluacién es un aspecto complejo donde convergen diferentes dimensiones, entonces
debemos considerar que estan implicados procesos de evaluacion también complejos.

El proceso de evaluacion de las competencias consistira en utilizar los medios que
permitan reconocer si los esquemas de actuacién emprendidos por el estudiante pueden
serle de utilidad para superar situaciones reales en contextos concretos lo mas
aproximados a la realidad; para evaluarla es necesario tener datos fiables sobre el grado
de aprendizaje de cada estudiante con relacién a la competencia implicada, para ello se
requiere el uso de instrumentos y medios diversos en funcién de las caracteristicas propias
de cada competencia y los distintos contextos donde ésta debe o puede llevarse a cabo.

Dado que las competencias estan constituidas por uno o0 mas contenidos de
aprendizaje, es necesario identificar los indicadores de logro para cada uno de ellos, pero
integrados o0 que se puedan integrar en la competencia correspondiente y el medio para
conocer el grado de su aprendizaje sera la intervencion del estudiante ante la situacion
problemética planteada. La evaluacion bajo el enfoque de competencias no solo implica
evaluar el resultado del aprendizaje del alumno, también el proceso de ensefianza-
aprendizaje, por lo que conlleva a que en paralelo también el facilitador va desarrollando,
aprendiendo y evaluando bajo el enfoque de competencias, su propia praxis educativa.
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El curso tal y como aparece en el manual, pretende abarcar los aprendizajes
esenciales que le sean utiles al alumno del semestre correspondiente de bachillerato, en
los horarios asignados por las autoridades directivas de cada plantel a los titulares de la
asignatura. La modalidad del curso es a distancia, es decir, utilizando las herramientas
digitales que le permitan al docente comunicarse en la distancia e interactuar con sus
alumnos no teniéndolos presentes fisicamente, debido a la contingencia del Covid 19.

Los manuales estan estratégicamente disefiados para propiciar la participacion
activa, la cual implica un compromiso entre el facilitador y los alumnos para alcanzar los
objetivos del curso. Asimismo, las etapas de apertura, desarrollo y cierre, asi como las
actividades de contextualizacion y transversalidad y el tipo de ejercicios, permitira crear las
condiciones para estimular un trabajo en el que prevalezca la intencion comprometida de
cada uno de los participantes, para analizar y extraer las caracteristicas mas relevantes de
las situaciones probleméticas; discutir y encontrar formas de solucion de los problemas y
elegir, entre ellas, las més eficaces, asi como fundamentar, en todo momento, el porqué de
la estrategia de solucién.

Un escenario de este tipo pretende crear las condiciones que propician aprendizajes
significativos desde la distancia, donde lo mas importante radica en ser consciente de lo
gue se hace y para qué se hace, y no sélo de solucionar el problema. En esta perspectiva,
el docente esta comprometido a supervisar de manera permanente el trabajo de sus
alumnos, orientar y retroalimentar los contenidos que se requieran en plenarias, 0 en
especial individualizacion, respetando los procesos de discusion y los argumentos que
conduzcan al entendimiento y solucién de los ejercicios, atender las dudas individuales y
propiciar, siempre, la participacion activa y comprometida de los estudiantes.

Esta obra se hara llegar a los alumnos por los medios que dispongan en el contexto
de cada region del pais, tratando de abarcar la totalidad de la poblacion de estudiantes de
la DGETI. Para ello, en los planteles se estableceran los mecanismos para que se lleve a
cabo una interaccion favorable entre maestros y alumnos, a fin de dar seguimiento a los
avances que tengan los jovenes y establecer los criterios de evaluacién que se consideren
viables de acuerdo con las circunstancias de cada region, en el marco de la contingencia
actual.
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Recomendaciones para la imparticion del curso

Este material contempla en su estructura una serie de estrategias didacticas y
ejercicios con un grado de complejidad gradual ascendente, cuyo principal propdsito es que
los procedimientos para su resolucién y respuestas sirvan de parametro a todos los
involucrados en el proceso educativo, para emitir una opiniéon basada en el andlisis de su
alcance e importancia de desarrollarse siguiendo un razonamiento I6gico-matematico.

Debido a la trascendencia académica del curso-taller sugerimos tomar en cuenta
las siguientes recomendaciones:

1. En la medida de lo posible, que los docentes que impartan el curso posean las
competencias necesarias, preparacion pedagdgica, dominio de los temas y estabilidad
emocional, que le permitan desempefiarse en este importante puesto social.

2. Los ejercicios tienen un grado de complejidad ascendente, por lo que es
recomendable que el docente informe a los alumnos sobre el impacto que tiene cada
habilidad en el aprovechamiento escolar; de igual forma, es pertinente que si observa en el
grupo dificultades en alguna habilidad, la ejercite hasta que se domine, o en su defecto,
brinde la oportunidad al estudiante de desarrollarla en otro espacio (plataforma Khan
Academy, por ejemplo), o la estrategia que el considere pertinente.

3. Se efectuard el registro de las calificaciones que cada alumno obtenga en los
diversos contenidos, para que al final del curso sea entregada de manera informativa a los
alumnos como una evidencia que legitimé su calificacion final del curso.

4. El docente podrarealizar clases por video conferencias, grabar sus propios videos
explicativos, proporcionar links de videos y textos explicativos de los temas, tutoriales, etc.
con el propoésito de que el estudiante tenga los recursos suficientes para la adquisicion de
las competencias y aclaracion de posibles dudas en los contenidos.

5. Proporcionar al alumno vy, si es posible, a los padres de familia (grupo de
WhatsApp), los aspectos a considerar en la evaluacién y su promedio parcial y final a tiempo
para que tenga oportunidad de prepararse y regularizarse, de ser necesario.

6. Se debe tener consideracion y empatia con aquellos alumnos que no tengan el
recurso de conectarse diariamente y tratar de localizarlos con medios que estén al alcance
de sus posibilidades y dandoles la oportunidad de trabajar o regularizarse en las
condiciones que le favorezcan. Como, por ejemplo, ponerse de acuerdo en entregar tareas
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o evaluaciones en un punto de reunién fisica, por excepcion y siguiendo las consideraciones

de la sana distancia por la contingencia.

Competencias para desarrollar en el curso.

COMPETENCIA

ATRIBUTOS

1. Se conoce y valora asi mismo y
aborda problemas y retos teniendo en
cuenta los objetivos que persigue.

1. Enfrentan las dificultades que se le presentany
es consciente de sus valores, fortalezas y
debilidades.

2. ldentifica sus emociones, las maneja de manera
constructiva y reconoce la necesidad de solicitar
apoyo ante una situacion que lo rebase.

4. Escucha, interpreta y emite
mensajes pertinentes en distintos
contextos, mediante la utilizacién de
medios, codigos y herramientas
apropiadas.

1. Expresa ideas y conceptos mediante
representaciones linguisticas, matematicas o
gréficas.

2. Aplica distintas estrategias comunicativas
segun quienes sean sus interlocutores, el contexto
en gue se encuentra y los objetivos que persigue.

5. Desarrolla innovaciones y
propone soluciones a problemas a partir
de métodos establecidos.

1. Sigue instrucciones y procedimientos de
manera reflexiva, comprendiendo cémo cada uno
de sus pasos contribuye al alcance de un objetivo.

6. Utiliza las TIC’s para procesar € interpretar
informacion.

8. Participa y colabora de manera
efectiva en equipos diversos.

2. Aporta puntos de vista con apertura y considera
los de otras personas de manera reflexiva.

3. Asume una actitud constructiva, congruente con
los conocimientos y habilidades con los que
cuenta dentro de distintos grupos de trabajo.

UEMSTIS
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Introduccioén

Las autoridades de la Secretaria de Educacion Puablica del pais, han planeado la
apertura de las clases a distancia en este periodo de contingencia, en todos los niveles
educativos, aprovechando los medios electrénicos para que los docentes puedan
desarrollar su catedra de manera digital, teniendo comunicacion con sus grupos de alumnos
y asi poder desarrollar las estrategias pertinentes que le permitan al estudiante alcanzar,
en lo mayor posible, las competencias establecidas en los planes y programas de estudio
nacionales.

Este manual es el esfuerzo conjunto de la academia nacional de mateméticas de la
DGETI y se plantea como una estrategia que le permita a los estudiantes de nivel medio
superior adquirir las competencias necesarias, a partir de la recuperacion de sus
conocimientos previos y la construccion de aprendizajes elementales esenciales para
continuar con su desarrollo y formacién a través de la adquisicion del sentido numérico, con
el cual pueda transitar eficientemente hacia el manejo y comprensién de la abstraccién que
da el conocimiento l6gico-matematico.

La construccion del conocimiento deberé ser individual y colaborativa, donde todos
los estudiantes tengan la oportunidad de adquirir los mismos conocimientos, segln su
propia percepcion de la realidad.

El curso tiene una duracion de 13 semanas, divididas en tres bloques parciales,
donde el alumno, guiado por el docente titular debera participar activa y dinamicamente en
la construccién de sus aprendizajes y la solucién de problemas en cada asignatura, en el
marco de un ambiente digital o a distancia, debido a la imposibilidad de realizarse
presencialmente por el riesgo de contagios presente en esta época que nos toco vivir.

El manual esta estructurado en secciones que incluyen actividades de apertura,
desarrollo y cierre como estrategias sistematicas que le permitan al alumno construir su
conocimiento personal, aduefiandose del manejo de las herramientas esenciales que le
seran Utiles en la adquisicién de conocimientos formales posteriores y llegar a alcanzar su
formacion profesional y poder intervenir en los cambios que la sociedad actual le demande.
iSomos orgullosamente DGETI!
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Justificacion

Estos tiempos que les toco vivir a los estudiantes de nuestros planteles en todo el
pais son particularmente dificiles. Tener que enfrentarse a las circunstancias de la nueva
modalidad de educacion a distancia, representa para la mayoria de ellos un verdadero
problema en el afan de comprender los contenidos que marcan los programas de estudio
vigentes en todos los niveles. Contar con los medios de comunicacién digitales adecuados
en casa, aunado a las dificultades econdémicas que muchos de nuestros alumnos
atraviesan, se ha convertido en un complicado reto para ellos y sus familias.

Conscientes de esta situacion, las autoridades de la Direccion General de
Educacién Tecnoldgica Industrial y la Academia Nacional de Mateméaticas de este
subsistema, se han dado a la tarea de disefar estrategias que favorezcan en todo lo posible
la ensefianza de los temas de matematicas, que le seran utiles para la continuacién de sus
estudios en este nivel bachillerato y los que el joven emprenda a continuacion, en la
busqueda de su preparacién y formacién profesional.

Es por eso que los manuales elaborados por dicha academia estan disefiados para
apoyar la practica docente y colaborar con los alumnos detonando en ellos la capacidad de
observacién, globalizacion, jerarquizacién, regulacién de su propia comprension, y por
consecuencia, sus competencias matematicas, cuya utilidad se veré reflejada, no sélo en
el contexto académico, sino en cualquier &mbito de su vida cotidiana.

Este material es el resultado de la experiencia de los maestros que lograron
concentrar los contenidos de los programas de las asignaturas de Algebra, Geometria
Analitica y Calculo Integral y trabajar en sélo los esenciales, con el propdsito de ofrecer a
los alumnos las herramientas prioritarias para su formacion académica en este nivel y sus
estudios posteriores, evitando asi el exceso de trabajo escolar en su hogar.
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Bloque 1 | Expresion algebraica

1.1 Transito del entorno aritmético al algebraico

1.1.1 Transito del lenguaje comun al lenguaje algebraico

Introduccion

La necesidad de ampliar los conocimientos aritméticos para resolver
problemas mas complejos, que requerian el manejo de cantidades que,
aunque desconocidas, se manifestaban en la ocurrencia de fenémenos

naturales y sociales, que atrajeron la curiosidad de las mentes brillantes de

las generaciones pasadas. Esta ampliacion o generalizacion del
i conocimiento aritmético dio lugar a una nueva rama de las matematicas, el
Algebra. En la actualidad el Algebra sigue siendo una herramienta cientifica

esencial para el estudio de las relaciones cuantitativas en todas las ramas de la ciencia.

La principal caracteristica del Algebra es el uso de letras o literales para representar
cantidades desconocidas que se relacionan y rigen con las mismas reglas de la Aritmética.
Todo lo que aprendiste en la primaria y secundaria se sigue aplicando en Algebra. Por eso
se dice que el Algebra, es la generalizacion de la Aritmética.

La herramienta principal del Algebra y en general del lenguaje matematico es la
expresion algebraica, la cual representa la relacién que existe entre diferentes cantidades
y/o magnitudes utilizando los signos de operacién, relacién y agrupacion. Al igual que el
lenguaje comun, el lenguaje matematico esta constituido por simbolos que representan
ideas o conceptos.

Para comprender un lenguaje es necesario apropiarse del significado de los simbolos
que maneja. Para traducir de un lenguaje a otro, entonces, se requiere de establecer los
simbolos de cada lenguaje que tienen un mismo significado.

En nuestro caso, nos interesa, por un lado, poder representar una situacion o problema
gue este enunciado en lenguaje comun o cotidiano, en lenguaje algebraico, de manera que
a partir de alli podamos aplicar el poder de las matematicas para resolverlo. Por otro lado,
también es necesario el proceso inverso, la interpretacién de expresiones matematicas para

comprender lo que representan en nuestro lenguaje cotidiano.

P
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Actividades de Apertura

Para poder cambiar el lenguaje comun a algebraico, primero debemos identificar las

operaciones aritméticas basicas y las palabras afines a ellos.

Signo de . L,
. Palabras afines o sinGnimos.

operacion
+ Suma, mas, mayor, agregar, adicion, acumula, gana, incrementa
i Resta, diferencia, menos, menor, sustraccion, pierde, disminuye
X Por, veces, multiplicacion, factor, producto, coeficiente, doble,

triple, ...

. Division, entre, cociente, razon, fraccion, medio, cuarto, tercera
' parte, semisuma, semi...
n Exponente, potencia, elevado a, cuadrado, cubo,...
\/ Raiz.

Una diferencia entre el lenguaje comuny el algebraico es que el lenguaje
m
3

comun se lee en la mayoria de los casos de izquierda a derecha, mientras que i
el algebraico se lee desde “afuera” o desde las operaciones que afectan a la v "
mayoria de los elementos, en forma posterior se va particularizando en cada !
uno de los elementos. En igualdad de condiciones de operaciones, nos \
referiremos primero al elemento a la izquierda y después el de la derecha. e

P
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Ejemplo 1.- Convierte el siguiente enunciado en una expresion algebraica.

La suma del triple de un namero més el doble de otro numero distinto al cuadrado.

Procedimiento: Empezaremos a analizar y construir la expresion por partes, tomando los

diferentes elementos del enunciado.

_ L Lenguaje
Parte del enunciado Explicacion _
algebraico

significa que van a sumarse, al menos dos

La suma +
elementos

_ . el triple es una multiplicacién por 3 de una
del triple de un nimero 3x +

variable

mas el doble de otro
ndmero distinto al

cuadrado

Después del signo + se indica una
multiplicacion de 2 por otra variable elevada | 3x + 2y?

al cuadrado.

Actividad 1. Traduce las siguientes expresiones algebraicas al lenguaje comun.

Expresion Algebraica

Lenguaje comun (Respuestas)

3X2+2x + 4

3|2x2
3y
~1
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Ejemplo 2.- Convierte en lenguaje comun la siguiente expresion algebraica. (2x — y3?)?

ALGEBRA (APRENDIZAJES ESENCIALES)

Para realizar este procedimiento iniciaremos desde “afuera”, es decir desde la
operacion que describe o afecta a todos los elementos de la expresion (cuadrado), después
continuaremos con la descripcion de lo que se encuentra dentro del paréntesis (resta) y por

ultimo describiremos de izquierda a derecha los elementos que se restan.

Lenguaje licaci . .
algebraico Explicacion Lenguaje comun
) El cuadrado afecta a todos los El cuadrado
(2x—y?) elementos
(2x — y%) Dentro existe una resta de la diferencia
2x i[;ce;?:enrk()jl;nos el elemento de la Del doble de un namero
o . Y el cubo de otro nimero
3 Describimos el tltimo elemento L
y distinto.

Al conjuntar el enunciado nos queda:
El cuadrado de ladiferenciadel doble de un nimero y el cubo de otro namero distinto.

Al hablar de lenguaje comun existen varios sinbnimos o formas mas breves para hacer el
enunciado como:

El cuadrado de la resta del doble de un nimero y el cubo de otro nimero distinto.

(Usando un sinénimo)
El cuadrado de la diferencia del doble de un namero y el cubo de otro.
(Simplificando el enunciado)

Cualquiera de las respuestas anteriores es correcta, aunque existen muchas otras, la Gltima

por su brevedad es la mas usual.

Cuando se adquiere cierta habilidad ya no sera necesario hacer tablas u otro tipo de ayudas,
ya que el proceso se vuelve algo mental y automatico, para ello se debe ejercitar con la

realizacién de diversos ejercicios.
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@@ Actividades de Desarrollo

La traduccién de un problema al lenguaje algebraico requiere un
razonamiento mas profundo que los ejercicios anteriores, dado que en la
mayoria de las ocasiones las operaciones a realizar no estan establecidas

explicitamente.

La clave de traduccion de lenguaje comun a algebraico de un

sl S

problema es establecer las expresiones algebraicas que se deducen de
la comprensién del enunciado y si existen relaciones de igualdad o de comparacion
cuantitativa, formular las ecuaciones o desigualdades que al resolverlas nos lleven a la
solucion de problemas.

Uno de los aspectos en que mayor dificultad tienen los alumnos al resolver
examenes de ingreso para las escuelas y las pruebas estandarizadas de desempefio
(ENLACE, PLANEA, PISA, etc.) es la comprensién y/o traduccion de problemas redactados
en lenguaje comun o formal en algebraico. Es frecuente que los alumnos sepan resolver
problemas que se plantean en forma algebraica, pero no cuando se plantea un problema

como un enunciado.

En el presente curso se desarrollaran diversos ejemplos y se solicitara la resoluciéon

de ejercicios que desarrollen las habilidades de:

¢ Identificar las cantidades conocidas y desconaocidas dentro del problema (datos o
nameros e incégnitas o variables).

¢ Identificar las operaciones que afectan o relacionan a los nimeros o variables.

e Construir las ecuaciones que representen las condiciones del problema (modelo
matematico).

e Resolver las ecuaciones planeadas para encontrar la(s) soluciones.

-
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Ejemplos:

ALGEBRA (APRENDIZAJES ESENCIALES)

1. José tiene un terreno cuadrado. ¢Cual es la expresién algebraica de su

perimetro?

Si esta pregunta se le hiciera a un alumno adelantado de primaria, diria que le faltan datos
para responder. Sin embargo, dentro del marco algebraico podemos responderla, pues
sabemos que lo que se requiere es la medida de un lado del cuadrado, entonces,
nombrando una literal que represente esa medida podemos expresar el perimetro.

Sea |=medida del lado del cuadrado. La medida del perimetro la podemos expresar como
l+1+1+1 y sabiendo que una suma de numeros iguales se puede abreviar mediante

una multiplicacion, el resultado final seria 41.

2. Maria fue al mercado a comprar cebolla y tomate. ¢ Cuéntos kilos de verdura

carg6 de regreso a su casa?

Sabemos que los kilos de verdura los podemos obtener sumando los kilos de tomate y los
kilos de cebolla. Como no tenemos esa informacion, el problema es aritméticamente
insoluble, Pero con las herramientas del algebra solo tenemos que asignar una literal que

represente la informacién faltante:

x= Kilos de tomate, y=kilos de cebolla, por lo tanto, Maria llevé x + y kilos de verdura.
Observe que se requiere el uso de dos literales, una para el peso de cada verdura, porque

no hay una relacion explicita entre las cantidades de las verduras compradas.

Si el enunciado informara adicionalmente que Maria compr6 el doble de cebolla que de
tomate entonces no habria necesidad de usar dos literales pues y=2x y entonces la

respuesta para el total de kilos comprados seria X + 2x =x+x+x=3X.

Siempre que intentemos resolver un problema algebraico debemos utilizar el menos

namero de literales o incognitas.

~1
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3. Juan descargo tres archivos de lared de internet, cada uno el doble de pesado
que el anterior. ¢(Cuantos MB de datos de memoria ocup6 en su
UsB?

En este enunciado se tienen aparentemente tres cantidades desconocidas.

Representemos estas por las literales que escojamos: '
X= MB del primer archivo, Y= MB del segundo archivo, Z=MB del tercer archivo. "

Entonces la expresion de la memoria ocupada es: X+Y+Z .
Pero del enunciado proporciona informacion que compara la cantidad de memoria de un
archivo con la de los otros.

Sabemos que Y=2X y que Z=2Y=4x, por lo tanto, no requerimos de tres literales o
incégnitas, basta con una. Asi la expresion del total de memoria usado es:

X+2X+4X=T7X.

4. En una caja en forma de prisma rectangular se acomodan latas que miden lo

mismo de didmetro que de alto. ¢ Cuéntas latas contiene la caja?

Siempre que se tenga necesidad de establecer una expresion algebraica a partir de un
enunciado, piensen en gue tendrian que hacer para responder la pregunta si tuvieran toda
la informacion, es decir, si el problema fuera aritmético y a partir de alli sustituyan los datos
faltantes por las literales que representan las incognitas.

Por ejemplo, en esta situacién, debemos saber que el total de latas que caben en la caja
se obtiene multiplicando el nimero de latas que caben a lo largo por las que caben a lo
ancho por las que caben a lo alto. Entonces, solo definimos las incégnitas:

I= nimero de latas a lo largo, w= nimero de latas a lo ancho, h=namero de latas a lo alto.
Asi, lwh es la expresion del total de latas de la caja. Con la informacién dada no es posible

utilizar menos literales en la expresion.

P
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Ahora practica lo aprendido y establece la expresion algebraica que represente las

ALGEBRA (APRENDIZAJES ESENCIALES)

siguientes situaciones.

1. El profesor Rigoberto tiene cuatro hijos. Cada uno es un afio mayor que el

anterior. ¢ Cudl es el total de afios que acumulan los cuatro hijos de Rigoberto?

2. Jesus tiene un terreno cuadrado y su hermano uno rectangular. El largo del
terreno de su hermano mide 5 metros mas que el lado del terreno de Jesus.
Mientras que el ancho del terreno de su hermano mide lo mismo que el lado del

terreno cuadrado. ¢ Cual es el area total de los dos terrenos?

3. En una caja de cartén se empacan latas de atun. Al acomodarlas, resulta que
caben 5 latas mas a lo largo que a lo ancho y a lo alto caben 3 latas mas que a

lo ancho. ¢, Cuantas latas caben en total en la caja?

4. Setienen 2 canastas. Cada una contiene calabazas y zanahorias. En la primera
canasta hay el doble de kilos de calabaza que en la segunda y en la segunda
canasta hay 3 kilos mas de zanahoria que los kilos de calabaza que hay en la
primera. La primera canasta tiene 4 kilos menos de zanahoria que la segunda.

¢, Cuantos kilos pesan ambas canastas en conjunto?
Actividades de Cierre

Un primer paso y muy importante es lograr establecer las expresiones

algebraicas derivadas del andlisis de las situaciones en estudio en las diferentes
ramas de la ciencia y de la técnica. Pero otro, no menos importante, es el

establecimiento de las igualdades adecuadas y pertinentes que permitan

conocer las ecuaciones que permitan llegar a la solucién de problemas. En este

momento no resolveremos las ecuaciones resultantes, solo las plantearemos.

~1
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Consideremos las 3 primeras situaciones cuyas expresiones algebraicas ya
determinamos anteriormente afiadiéndoles informaciébn que permitan establecer
ecuaciones que dan lugar a la solucién del nuevo problema.

1. José tiene un terreno cuadrado y el presupuesto para cercarlo indica que se
requieren 60 metros de tela de alambre. ¢ Cual es la ecuacion que permite calcular

la medida del lado del terreno?

Como ya se habia establecido que la expresion del perimetro es 4x, entonces la igualdad

que permite resolver el problema es 4x=60.

2. Maria fue al mercado a comprar cebolla y tomate. Si hubiera comprado dos kilos
mas de tomate y el doble de cebolla, llevaria a casa 10 kilos de hortalizas. Por otro
lado, si hubiera comprado la mitad del tomate que lleva, el peso de las hortalizas

seria de 6 kilos. ¢ Cuantos kilos de cada una de las hortalizas compr6?

Anteriormente establecimos las literales x= kilos de tomate que compro Maria, y= kilos de
cebolla.
X +y = peso total de hortalizas compradas.
No se sabe cuantos kilos compré, pero de las condiciones dadas, sabemos que:
x + 2+ y = 10. Ya que si hubiera comprado 2 kilos mas de tomate el total serian 10
kilos. La ecuacion anterior tiene dos incognitas, por lo tanto, requerimos formular

otra ecuacion para que se pueda resolver el problema.
Sabiendo que si hubiera comprado la mitad del tomate que compro, llevaria 6 kilos en total,
1
tenemos que: Sxty= 6.
Las ecuaciones que al resolverlas nos dan la solucién del problema son:

x+2+y=10 y %x+y=6

Nota: La solucion de ecuaciones es un tema que sera tratado posteriormente.

3. Juan descargo tres archivos de la red de internet, cada uno el doble de pesado que
el anterior. Para guardarlos utilizo un dispositivo USB de 32 GB, el cual ya tenia

informacion equivalente a 100 MB. Después de almacenar los tres archivos la

~1
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memoria ocupada ascendié a 940 MB ¢ Cuantos MB de datos ocupé cada uno de
los archivos?
Recordemos que 7x es la memoria ocupada por los tres archivos. En total, la memoria
ocupada en MB es la diferencia entre 940-100=840 MB.
La ecuacion es: 7x=840. Resolviendo la ecuacién para conocer x= memoria ocupada por el

primer archivo, se puede calcular la de los archivos restantes.

Actividad 2

Determina las ecuaciones que permitan resolver los problemas planteados a continuacion.

Recuerda que solo se requieren las ecuaciones, no su solucion.

1. El profesor Rigoberto tiene cuatro hijos. Cada uno es un afio mayor que el anterior. La
suma de sus edades es de 54 afios ¢Cudl es la edad del mayor de los hijos de
Rigoberto?

2.Jesus tiene un terreno cuadrado y su hermano uno rectangular. El largo del terreno de
su hermano mide 5 metros mas que el lado del terreno de Jesus. Mientras que el ancho
del terreno de su hermano mide lo mismo que el lado del terreno cuadrado. Si la
superficie o area de los terrenos juntos es de 1200 metros cuadrados ¢ Cuales son las

medidas de los dos terrenos?

3. En una caja de cartén se empacan 400 latas de atin. Al acomodarlas, resulta que caben
5 latas mas a lo largo que a lo ancho y a lo alto caben 3 latas mas que a lo ancho.

¢,Cuantas latas en total tocan el fondo de la caja?

4. Se tienen 2 canastas. Cada una contiene calabazas y zanahorias. En la primera canasta
hay el doble de kilos de calabaza que en la segunda y en la segunda canasta hay 3 kilos
mas de zanahoria que los kilos de calabaza que hay en la primera. La primera canasta
tiene 4 kilos menos de zanahoria que la segunda. El peso total de las dos canastas es

de 46 kilogramos ¢,Cuéntos kilos de calabaza contiene la primera canasta?

~1
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Actividad 3
Inventa enunciados de situaciones o problemas que den lugar a expresiones algebraicas
y/o ecuaciones y determina dichas expresiones.

Lenguaje comun Expresion Algebraica

Actividades de Contextualizaciéon o Transversalidad

Para cada problema dado determina las ecuaciones necesarias para llegar a la

solucion.

1. En el corralén de la ciudad de Monterrey estan almacenados 1700 vehiculos, entre
sedan, pick ups, vagonetas y camiones. Hay 300 autos Sedan menos que Pick Ups.
Las vagonetas son las 3/8 octavas parte de las Pick Ups, mientras que los camiones
son 1/10 del total de autos y vagonetas existentes. ¢ Cuantos vehiculos de cada tipo

hay en el corral6n?

2. Elcamino entre 2 pueblos es plano en la mitad de la distancia y el resto

es una parte cuesta arriba y otra parte cuesta abajo. A un ciclista le

)

-

. >
toma 2:40 horas ir de un pueblo al otro y dos horas para regresar. Sus

velocidades son 6, 12 y 18 millas por hora cuestan arriba, en terreno ‘
plano y cuesta abajo, respectivamente. ¢ Cuales son las longitudes del “
gl

A\

camino plano, y de los dos tramos inclinados?

P
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3. Se invierten 7300 ddlares en total, una parte al 5 % y el resto al 6 %. El ingreso anual
de la inversion es 34 délares mayor que el obtenido si el total se hubiera invertido al

5% de interés. ¢, Cuanto se invierte a cada tasa de interés?
Ejercicios Adicionales

I. Convierte las siguientes oraciones del lenguaje comun en expresiones algebraicas

de la siguiente tabla, anotando en los espacios en blanco. (Utiliza letra legible)

Expresion

Lenguaje comun Algebraica

El cociente del cuadrado de la diferencia de dos nimeros entre su

suma.

El triple del cuadrado de un nimero mas el cuadruple del mismo

al cubo.

El producto de la raiz cuadrada del doble de un nimero por la

raiz cubica del triple de otro.

El doble de un nimero al cuadrado mas el quintuple del mismo

numero menos ocho

La raiz cubica del cuadruple de un nimero al cubo mas el triple

de otro.

~1
UEMSTIS ACADEMIA NACIONAL DE MATEMATICAS w



i
ALGEBRA (APRENDIZAJES ESENCIALES)

1.2 Notacion

1.2.1 Término algebraico y elementos (signo, coeficiente, base y exponente)

Introduccion

La palabra “algebra” procede del arabe y significa reduccion y es la rama de las
matematicas que estudia las estructuras, las relaciones y las cantidades. Algebra a
diferencia de la aritmética, en donde solo se usan los nimeros y sus operaciones
aritméticas de las 4 operaciones basicas (+, — , x , ¥), en algebra los numeros son
representados por simbolos (usualmente a, b, ¢, X, vy, z), sin embargo se pueden usar en
general todo el abecedario e inclusive en algunos casos combinaciones de las letras para
definir algo mas especifico como es el caso de algunas constantes fisicas o quimicas donde

pasan de ser variables (donde el valor cambia) a constantes (donde el valor nunca cambia).

Notacion algebraica: Consiste en que los niumeros se emplean para representar
cantidades conocidas y determinadas. Las letras se emplean para representar toda clase
de cantidades, ya sean conocidas o desconocidas. Las cantidades conocidas se expresan
por las primeras letras del alfabeto: a, b, c,d, ... Las cantidades desconocidas se
representan por las Ultimas letras del alfabeto: u, v, w, X, y, z. Los signos empleados en

algebra son tres clases: Signos de operacion, signos de relacion y signos de agrupacion.

Signos de operacion

En &lgebra se verifican con las cantidades las mismas operaciones

que en aritmética: suma, resta, multiplicacion, elevacion a potencias y 1: :
extraccién de raices, que se indican con los principales signos de aritmética i
excepto el signo de multiplicacion ya que en lugar del signo “ x ” que se usa .
en aritmética, se suele emplear un punto medio entre los factores “a ¢ b“ o —]
también colocando los factores entre paréntesis “(a)(b)”.

- -

]
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I. Leydelos signos:

Si los signos son iguales el resultado de una multiplicacion de términos debe ser positivo.
En cambio, si los signos son diferentes el resultado serd negativo. En otras palabras, podria
decirse signos iguales se suman, signos diferentes se restan. Esto va relacionado en
operaciones basicas con numeros enteros. Lo anterior mencionado se muestra en la

siguiente tabla:

Suma y resta
Signos iguales se suman y se deja el mismo signo
Signos diferentes se restan y se deja el signo del valor mayor

Multiplicacion Division
() =+ () = +
() =+ () =+

() = - (+) = )
<) = - G = -

Termino algebraico
En general el termino algebraico es el producto y/o divisidon de una o mas variables (factor

literal) y un coeficiente o factor numérico.

Signo Exponente
\ 3 l

lCDEfiGiEI"ITﬁ lLiteraI

| 1
Parte numérica Parte literal

~1
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Jerarquia de operaciones

Se refiere a que orden de operaciones deben Parentesis, corchetes y llaves

¥
Potenciasy
raices

efectuarse de acuerdo con el orden siguiente:

Multiplicaciony
division

4

* Sumas y restas

Actividades de Apertura

Hasta ahorita hemos definido qué son los términos algebraicos, los signos de agrupacion,
las leyes de los signos y la jerarquia de las operaciones. En los siguientes ejemplos
trabajaremos Unicamente con la jerarquia operaciones en ndmeros, la jerarquia de
operaciones algebraicas la revisaremos mas adelante.
a)—9+3(-10+21)—32=

Solucién: —-9+4+3(-10+21)—-32=
Comenzamos con las operaciones dentro de los paréntesis: -9+ 3( +11 )—-32=
Para quitar los paréntesis se multiplica por el elemento de afuera: —9 + 33 —32=

Realizamos las operaciones resultantes = -8

b)24+[-2-3(2—-7)—4]+12 =
Solucién: 24+ [-2-302-7)—4]+12 =
Comenzamos con las operaciones dentro de los paréntesis2 + [-2 —3( =5 ) —4]+ 12 =

Para quitar los paréntesis se multiplica por el elemento de afuera 2 + [—-2 + 15— 4] + 12

Realizamos las operaciones dentro de los corchetes 2+ +9 1+12 =
Para quitar los corchetes multiplicamos por el elemento de afuera 2 + 9 +12 =
Realizamos las operaciones resultantes =23

~1
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C)8(3+7[5-51+2)]—-2+43B+2)}=

Solucion:
Comenzamos con los paréntesis 8{3+7[5-5(1+2)]-2+4(3+2)}=
Resolveremos las operaciones de los paréntesis 8{3+ 7[5—5( 3 )]—24+4( 5 )} =
Se contintan con los paréntesis 8{(3+7[5—-15 ]-2+ 20 }=
El paréntesis multiplica con lo mas cercano 8{3+7[ —10 1+ 18 } =
Se resuelven los corchetes 8{3 —70 + 18 } =
Se resuelven las operaciones dentro de los corchetes 8{ —49 }=
Realizamos las operaciones resultantes =—-392
@@ Actividades de Desarrollo

En el siguiente ejercicio identificaras los elementos de los términos algebraicos
(signo, coeficiente, literal y exponente) en los espacios correspondientes. Considera que, Si

no existe un signo explicitamente, lo deberas indicar como positivo (+):

a) —21x3w’ Signo: —  Coeficiente: 21 Literales: x, w __ Exponentes: 3,7
b) —7b° Signo: ______ Coeficiente:_______Literales: Exponentes:
c) 8a%h® Signo: ___ Coeficiente;_______Literales: Exponentes:
d) %m” Signo: ___ Coeficiente;______Literales: Exponentes:
e) §xyW5 Signo: ___ Coeficiente;_______Literales: Exponentes:
f) % ayb Signo: ___ Coeficiente;______Literales: Exponentes:
e) %xyws Signo: ___ Coeficiente;_______Literales: Exponentes:
e) %xyw5 Signo: ___ Coeficiente:_______Literales: Exponentes:

P
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Actividades de Cierre

Es importante conocer los elementos que conformar un término algebraico porque en temas

posteriores se retomaran para explicar algunos procedimientos o clasificaciones de los
términos surgidos a partir de los elementos algebraicos y ta debes de ser capaz de
identificarlos sin problema. Para ayudarte a dominar esta identificacion de términos
algebraicos te recomendamos la siguiente actividad:

I. Resuelve los siguientes ejercicios y preguntas de acuerdo con los temas revisados de
términos algebraicos y leyes de signos:

1. En la expresion —13hb3 ¢ cudl es su coeficiente?

2. Siguiendo la ley de los signos ¢qué signo obtenemos al multiplicar dos signos
iguales?
.. 7 z
3. Enla expresiéon —Eall ¢écual es su exponente?

4. Resuelve: 2+[4—-3(3—-6)—4]+10=
5. Resuelve:2+[-2-3(2-7)—4]+12=
6. Resuelve: 11+ 3{5[-1-3(2—6)—3]+12} —1=

7. Siguiendo la ley de los signos ¢qué signo obtenemos al multiplicar dos signos

diferentes?

. . 7 p ..
8. Enla expresion —~a'! ¢cudl es su coeficiente

~1
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Resolver el siguiente ejercicio:

GUATEMAIA

!

Rosa es mi tia, tiene un canal de YouTube donde platica a sus seguidores las
experiencias de sus viajes, asi como también la cultura y tradiciones de los lugares que
visita. La semana pasada viaj6 a Guatemala (del nahuatl Quautlemallan “lugar de muchos
arboles”), este pais es nuestro vecino, se encuentra entre el Pacifico y el Caribe, ahi puedes
encontrar volcanes, bosques tropicales y antiguos sitios mayas. La naturaleza exuberante,
la hospitalidad de su gente, el colorido de sus fiestas, las lagunas, los volcanes y el mar,
asi como sus arraigadas tradiciones y apego a los modos de vida de sus ancestros son en
si mismos un enorme atractivo.

Para recorrer los lugares, mi tia rentd una camioneta, La moneda que utilizan en
este pais es el Quetzal. Haciendo la conversion a pesos mexicanos, el costo de alquilar la
camioneta fue de $30 pesos por dia, mas $0.5 pesos por kilbmetro recorrido. Mi tia rentd
una camioneta por dos dias y tuvo que pagar $360 pesos en total. ¢ Cuantos kildbmetros

recorrié mi tia?

~q
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1.2.2 Expresion algebraica (términos semejantes, clasificacion y grados de
expresiones)

Introduccion

Se dice que dos o mas_términos son semejantes, cuando tienen la

misma parte literal, es decir, cuando tienen iguales letras con iguales

. exponentes.

e El término “3x2y” y el término “2x%y” son semejantes porque tienen

factores literales (letras y exponentes) iguales, aunque el nimero o

adn mbs
coeficiente sea distinto.
o Algunos ejemplos son:
1)2a ya 2)-5a3bh? y —8a3b? 3) x™Mt1 y 3xMmtL

e Los términos 4aby — 6a’b no son semejantes porque, aunque tienen literales
iguales, no tienen el mismo exponente, ya que la a del primero tiene de exponente
1y la a del segundo tiene de exponente 2.

e Los términos —bx*y ab* no son semejantes, porque, aungue tienen el mismo

exponente, las literales no son iguales.

Ejemplo: 3ab, -5ab , a’b? , 8ab? ninguno es semejante aunque tengan las mismas literales.

El término nulo es todo aquel término que tiene como coeficiente o nimero el cero.

33+ 0x2—-3x+8
A los polinomios que intervienen en una division, siempre sera necesario agregarle los
términos nulos correspondientes al grado de los términos faltantes, para que el polinomio
este ordenado y completo, aunque no tendra valor, sélo representacion de orden de las
literales o letras con su exponente. Recordando que cualquier cantidad multiplicada por

cero su resultado es cero y por lo tanto la expresion original no cambia.

~1
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5a — 3a = 2a < término semejante

6n —4m = 6n —4m < no son términos semejantes
7x + 2x = 9x < término semejante
8a—3b=8a—-3b < no son términos semejante

12ax + 2ay = 12ax + 2ay < no son términos semejantes

Actividades de Apertura

Clasificacién de las expresiones algebraicas:

a) Monomio: Es una expresion algebraica que consta de un solo término algebraico.
Ejempilos:
3a, — 5b, , 5x2 yz*, 5x%yz*

b) Binomio: es un polinomio que consta de dos términos algebraicos. Ejemplos:

a? 5mx*

a+b x-y ,7—"5, p+q3 Txy +Vy°

c) Trinomio: es un polinomio que consta de tres términos algebraicos. Ejemplos:

2
a+b+c, x*-—5x+6, 5x2—6y3+a?, x?2 +3x—5
d) Polinomio: Es una expresion algebraica que consta de mas de un término
algebraico. Ejemplos:

a+b, a+x-y, x3+2x2+x+7, —4x3+5x%yz* —3x+7

Grado de un polinomio: puede ser absoluto y con relacién a una letra.

a) Grado absoluto de un polinomio es el grado de su término de mayor grado.

Asi, en el polinomio x* — 5x3 + x? — 3x el primer término es de cuarto grado; el segundo,
de tercer grado; el tercero, de segundo grado; y el ultimo, de primer grado; luego, el grado
absoluto de primer polinomio es el cuarto.
o 4Ax?y3+ 3xy* - 2x* y? son 5 primer término, 5 segundo término y 6 tercer término,
respectivamente, por consiguiente, el grado absoluto del polinomio es 6.
e 4x2w — w82 es un polinomio de grado absoluto es 10, porque la suma de los
exponentes de las variables del 2do término es 10.

~1
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b) Grado relativo: a una letra, es el mayor exponente de dicha letra en el polinomio.

e ab+a*x?—a’x* es de sexto grado del polinomio con la relacion
ala ay de cuarto grado con relacién a la x.

e 3a’h’-7ab+6a*b®-9a%b es de cuarto grado del polinomio con respecto

[P l]

a” y es de tercer grado del polinomio con
respecto a “b”

o x*+ 3x3—8xy® — 7x%y® + 2x%y* es de cuarto grado del polinomio con respecto

a “x” y es de quinto grado del polinomio con

respecto a "y

Expresion Coeficientes | Tipo de Variables Grado Grado Grado Grado
algebraica expresion absoluto relativoax | relativoay | relativoa xy

2xy? 2 Monomio X, ¥ 1+2=3 1 2 3

-(4/3) y5 -4/3 Monomio y 5 0 5 5

6 6 Monomio No hay 0 0 0 0

4x3y2 + 3x2y? 4,3 Binomio X, ¥, Z 3+2=5 3 3 5

27y — 6x2z + xyt 2,-6,1 Trinomio X, ¥, Z 1+4=5 2 4 5

4_Ty2
BxA-Tx?+(2/3)x- 5 8.-7.2.-5 | Polinomio X 4 4 0 4
‘
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@@?’ Actividades de Desarrollo

Completa la siguiente tabla con los elementos faltantes:

Expresion Coeficientes | Tipo de Variables Grado Grado Grado Grado
algebraica expresion absoluto | relativo a x relativoay relativo a xy
Bxy? + 5x3

8x7 -2y

BX

_xs + 2Xzy3 _ yG

Y — X2Z - Xy*

Actividades de Cierre

Actividad 1: Anota la respuesta correcta con color rojo en cada rectangulo vacio.

Expresion algebraica | Grado NUmero de términos
absoluto de la

expresion

2x—5y°

X'y
5

X° +y®—z+xy*z®

2x% =3y +5x%y’z?

P
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Actividad 2: En el siguiente cuadro, dibuja un circulo con un mismo color cada término

semejante, si hay mas términos semejantes, utiliza otros colores.

2 pg® 3.3 p°q —gx3 0.6 ab? 3y?
-1.5p%q -x3 332 3.5 pg° —% ab?
1.8y? % pq® -3x3 -15x3 18 p°q

2y? -14 ab® g - 3.5 ab? %yz

Actividad 4: Resuelve y determina el grado del polinomio de las siguientes expresiones,

escribe tu respuesta con color rojo:

1. 6x3y + 2x%y Relativo a x:

Relativo a y:

Grado absoluto:

2. 3x%+ 2x%2 - 3x Relativo a x:

Relativo a y:

Grado absoluto:

]

UEMSTIS ACADEMIA NACIONAL DE MATEMATICAS w



i
ALGEBRA (APRENDIZAJES ESENCIALES)

ALLLLLL
6]k Actividades de Contextualizacion o Transversalidad
T
Debido a la contingencia de salud publica que vivimos actualmente, mi
e abuelita y yo nos hemos pasado toda esta semana viendo videos de
>

v YouTube, sobre todo el canal de “Luisito Comunica” y “De pisa y corre”
' porque son muy divertidos.
ﬁ Ayer en la noche mi papa, al llegar del trabajo se enojé conmigo, ya
gue mi mama le conté que me pasaba demasiado tiempo viendo videos
s e en lugar de estudiar Matematicas. Mi papa me mostré el siguiente
reporte que le hizo mi mama:
El martes vio 2 horas mas de videos del canal de “Luisito Comunica” que el lunes: el
miércoles el mismo tiempo que el lunes, el jueves y viernes el mismo tiempo que el martes
y sabado y domingo una hora menos que el lunes.
El canal “De pisa y corre” fue visto el martes y miércoles el mismo numero de horas, el lunes
una hora menos que el martes, el jueves el doble de horas que el lunes; el viernes, dos
horas mas que el lunes y sdbado y domingo no vio dicho canal.
Para que repasara matematicas, mi papa me dijo que expresard algebraicamente el tiempo
total de la semana que pasé viendo videos. Para ello, me pidié que llenara la siguiente tabla,
considerando la x e y presentes, como el tiempo pasado viendo el canal mostrado, en ese
dia. En base al reporte hecho por mi mama, yo debia llenar los tiempos correspondientes
a cada dia y canal faltantes, “para luego obtener la expresion algebraica del numero total

de horas que dedico a la semana viendo videos conectado a internet.

DIA DE LA SEMANA | HORAS EN “LUISITO | HORAS EN “DE PISA'Y

COMUNICA” CORRE”
LUNES X
MARTES y
gl
MIERCOLES

Y

=59
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JUEVES

VIERNES

SABADO 0
DOMINGO 0

Con la informacion de la tabla completa, determina lo que se te pide:

Expresion algebraica (sin reduccion):

Polinomio resultante (después de reducir términos semejantes):

Grado con respecto a “x”:

Grado con respecto a “y

Actividad 1: Clasifica los siguientes términos algebraicos.

Termino algebraico | Coeficiente | Variables | Grado absoluto | Grado del monomio con respecto a x

1. 3x%y

4. 3xb5

5. 8x3y?z*

]
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1.3 Evaluacion numérica de expresiones algebraicas

La evaluacidon numérica de las expresiones algebraicas se puede utilizar para resolver
distintos problemas de tu entorno social. Por lo tanto, cuando en una expresién algebraica
sustituimos una variable por un numero, se dice que la evaluamos; primeramente,
asignamos valores, es decir, nimeros o términos algebraicos constantes, a las variables de

la expresion; después resolvemos las operaciones y obtenemos un resultado.

1.3.1 Evaluar expresiones algebraicas para diferentes valores numéricos.

Introduccion

La evaluacion de expresiones algebraicas es el proceso de sustituir los valores
numeéricos asignados para las variables de una expresion algebraica y resolver las
operaciones que resulten de estas sustituciones a continuacion ponemos algunos ejemplos.

Debido a que las expresiones algebraicas representan el valor de una magnitud de
interés en el momento de resolver un problema es necesario determinar su valor para las

condiciones dadas o requeridas.

Actividades de Apertura

Ejemplo 1: evaluemos la expresién a - 2b + 3ac; para los valoresdea=4,b=-1y ¢c=2
a) 26 b) 22 c) 28 d) 30

Solucién: Primero sustituimos el valor de a que es igual a 4, la letra b por -1; y la letra por

C.
a-2b+ 3ac =
4-2(-D)+34)(2) =
De modo que resolvemos las operaciones: 4 +2 +24 =30

La respuesta es “d”.

~1
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Para la resolucion de este tipo de expresiones algebraicas se utilizan la ley de los signos.
Operacion Primer caso Segundo caso Tercer caso  Cuarto caso
Suma/Resta +8 +4 = +12 -8-4=-12 -8+4=-4 +8 -4=+4
Multiplicacién (+8) (+4)=+32 (-8) (-4)=+32  (-8) (+4)=-32  (+8) (-4)=-32

Division +8 [+4=+2 -8 [-4=+2 -8/ +4= -2 +8/ -4= -2

Ejemplo 2: Si tienes un resistor desconocido conectado a una bateria y midiendo tiene un
voltaje E = 12 volts y la corriente es de | = 3 amperes, siendo la expresién algebraica: R =
E/l ¢cuanto vale la resistencia del resistor(R)?

a)4 b)2 c)3 d)9
Solucién: Sustituimos el valor de (E) igual a 12, y tenemos que (l) es igual a 3. R=12 /3=4
Ohms

Ejemplo 3: Expresa 25 °C (Celsius) como una temperatura en grados Fahrenheit (°F)

usando la expresion algebraica: °F = 9/5°C + 32

a) 87°F b) 100 °F c) 77 °F d) 50 °F
Solucién: Sustituyendo el valor de °C que esiguala25. °F=9/5(25)+32=77°F

2
Ejemplo 4: Evalla la expresion algebraica siguiente: Z;:Z:i : cuando a = 1.
a) 2 b)3 ¢ 6 d) 4

S . . (D*+4(1)+7_ 1+4+7_ 12_
Solucidn: Sustituyendo el valor de (a) que es igual a 1. DRIz i3z 6o 2

Ejemplo 5: Valora la velocidad horizontal de una pelota lanzada en linea recta a partir de
gue la expresion algebraica de la velocidad es la siguiente: V =d/t; Cuando la

distancia d = 10 metros y el tiempo es de t = 5 segundos.
a) 5 b) 1 c) 2 d) 4

Solucién: Sustituyendo los valores de distancia d=10y t =5. V=10/5=2 m/s

~1
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@@3 Actividades de Desarrollo

Esperamos que hayas comprendido la evaluacibn numérica de las
expresiones algebraicas de la Fisica, Quimica, y en otras ciencias; te
“ proponemos la resolucion de los siguientes problemas propuestos para la

reafirmacion de tu aprendizaje.
ailn wlie

Problema 1: Evaluemos la expresion a - 4b + 5ac; para los valoresdea=1,b=-2y c=
3

a) 8 b)-8 c) 9 d) 30

Problema 2: Si tienes una bateria y midiendo tiene un voltaje E = 125 volts y la corriente
es de | = 5 amperes, siendo la expresion algebraica: R = E/I ¢,Cuanto vale la

resistencia del resistor(R)?
a) 25 b)50 c) 75 d) 10

Problema 3: Expresa 30 °C (Celsius) como una temperatura en grados Fahrenheit (°F)

usando la expresion algebraica: °F = 9/5 °C + 32
a) 80°F b) 86 °F c) 96 °F d) 76 °F

2

a“+4a

-, . . . . . +8
Problema 4: Evalla la expresion algebraica siguiente: el cuando a=0.

a?+3a

a)2 b) 3 c) 4 d) 8

Problema 5: Valora la velocidad uniforme de un automdvil; cuando su distancia (d) es igual
a 20 metros y cuando su tiempo (t) es igual a 2 segundos. La expresion algebraica de la

velocidad es la siguiente: V =d / t;

a) 5 b) 7 c)8 d) 10

]
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Actividades de Cierre

Resuelve el siguiente problema de Fisica con ayuda de lo aprendido en este tema.

Asegurate de escribir tu procedimiento en el recuadro.

1. Determinar y valorar la densidad ( p) de un trozo de plomo si tiene una masa (m) de 35

kilogramos y ocupa un volumen (v) de 0.3500 metros cubicos. Su expresion algebraica es:

p=mlv

a) 100 b) 35 c) 99 d) 34

~
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Blogque 2 | Exponentes y radicales

2.1 Leyes de los Exponentes y Radicales

2.1.1 Leyes de los Exponentes

Introduccion

En el libro El hombre que calculaba® se plantea la siguiente situacion: el Califa de
Bagdad le concede una peticién al inventor del ajedrez y él solicita le entreguen los granos
de trigo que se acumulen después de colocar un grano en el primer cuadro de un tablero
de ajedrez, dos en el segundo, cuatro en el tercero, ocho en el cuarto, etcétera, es decir,
duplicando la cantidad en un cuadro respecto a la cantidad que aparece en el precedente
y asi sucesivamente hasta llegar al cuadro nimero 64 y ultimo del tablero de ajedrez.
Cuando los matematicos del califa calcularon la cantidad de granos de trigo que esta
peticion representaba, la expresaron en los siguientes términos:

“Sembrados todos los campos de la India, en 2000 siglos, no darian la cantidad de

trigo que le has concedido al inventor”

Figura. Tablero de ajedrez con las potencias del nimero 2

Determinar y escribir un nimero extraordinariamente grande, es en la actualidad
relativamente facil si utilizamos una expresién exponencial; 2% es la expresion que
representa el nimero de granos de trigo en el enunciado anterior.

1 Tahan, Malba El hombre que calculaba, México, Noriega Editores
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En algebra, frecuentemente nos encontramos con la multiplicacion de un namero por si
mismo varias veces; por ejemplo, al calcular el area de un cuadrado cuyo lado es a se
presenta la situacion mencionada, ya que el area es igual al producto a+a. El volumen de
un cubo de lado b es igual a beb*b.. Por surge la necesidad de abreviar este tipo de

operaciones.

Definicion de potencia de un numero.

Si a representa un numero real diferente de cero y n es un nimero natural, es decir:

aeR a#0, y neN, entonces:
a"= aeaca*ata....a
n veces a

Signo de las potencias

Cualquier potencia de una cantidad positiva evidentemente es positiva, porque sus
factores seran positivos. Respecto a las potencias de una cantidad negativa tenemos las
siguientes consideraciones:

1.- Toda potencia par de una cantidad o término negativo es positiva.

2.- Toda potencia impar de una cantidad o término negativo es negativa.

(—2a)%= (—2a)( —2a) = 4a?
(—a)®= (—2a)(—2a)( —2a) = -8a*
(—a)*= (-2a)( —2a)( —2a)( —2a) = 16a*

Las potencias se utilizan en una variedad de situaciones, desde la
representacion de medidas astronémicas y atdmicas en operaciones
basadas en la notacién cientifica, hasta la representaciéon de relaciones
de igualdad que se dan en el estudio de diversos problemas de las

ciencias.

Los exponentes también pueden ser negativos y fraccionarios, por lo
gue es importante entender lo que significa, de tal manera que para su
manejo es necesario conocer las “leyes de los exponentes”, mismas que explican la forma

de realizar las operaciones con potencias.

P
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L Actividades de Apertura J

En este apartado vas a conocer las leyes fundamentales de los exponentes, asi como

aqguellas que involucran a los radicales y por ende a los exponentes fraccionarios.

la Ley: Potencia con exponente cero y base diferente de cero
Todo namero con exponente 0 (es decir, elevado a cero) es igual a 1.
a’=1 cona#0
Por ejemplo: a)a’=1 b) 2x)°=1 c)15°=1

2a Ley: Potencia con exponente igual a uno

Todo nimero con exponente 1 es igual a si mismo.

al=a

Por ejemplo: a)al=a b) 101=10 c) 151=15

3a Ley: Producto de potencias con la misma base
Cuando dos potencias de la misma base, se multiplican, su resultado es un término de la

misma base y con un exponente igual a la suma de los exponentes de las potencias

multiplicadas.
am % an - am+n
Por ejemplo:
a) (x¥) (x¥)=x*3=x’ b) (2m®) (8m) = 16m>*! = 16m°®
c) (b'?) (3b7?) = 3b!2*2) =3p12-2 = 3p1° d) (- 42° (5z%) (z?) = -20z°*?*2 = -202°

5+8 13

1 2 1.2 5+8 13,
e) (p4) (ps) =pi s=p20 =p20

*Las leyes de los exponentes que estamos estudiando, aplican de la misma forma cuando se opera
con exponentes fraccionarios.

-
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4a Ley: Cociente de potencias con la misma base

Cuando dos potencias de la misma base, se dividen, su cociente es un término de la misma

base y con un exponente igual a su diferencia de los exponentes de las potencias divididas.

m-n
— =Qa
an
Por ejemplo:
4 3
nt_ 42_ .2 X 35— -2
— =n"“=n —= =X =X
a) 7 b) 25
9y%z3 c*
= 3y(6-3) 73-2) = 3y37 —=c*=c"=1
¢) 3y3z2 3y 3y d) F-C ¢

5ta Ley: Potencia elevada a otra Potencia
Una potencia elevada a un ndmero es igual a otra potencia de la misma base y cuyo
exponente es igual al producto del exponente de la potencia por el nimero al que se eleva.

(am)n = gm™n

Si queremos calcular (4°)2 utilizamos el siguiente razonamiento:

(45)3 o 45 * 45 * 45 o 45+5+5 o 45*3

Por ejemplo:

a) (X3)2 - X(3*2) - X6 b) (m—5)3 - m(—5*3) =m1
4\2 2 % h(4*2) 8 13 Gx3)_ 2

c) (2b%)?=2%*b*? = 4b d) (y4)" =y "=y

6ta Ley: Potencia de un producto
La potencia de un producto es igual al producto de las potencias de los factores.
(a*b*c)n:an*bn*cn

Por ejemplo, al realizar la siguiente operacion: (5*3)* observamos que
(5*3)3 = (5*3) * (5*3) * (5*3) = (5*5*5) * (3*3*3) = 53* 33

Por ejemplo:
a) (x.y.z)? = x?y?z? b) (m.n.o0.p)®>= m°n°0°p®
1 1 4
c) (2b%c)*=22* b * c'? = 4p°c? d) (Cyz)* = xCD yG = x12yz =122

]
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7ma Ley: Potencia de una fraccion

También se conoce como la ley distributiva de la potenciacion respecto de la divisidn exacta.
Para elevar una fraccion a una potencia, se eleva su numerador y su denominador a dicha

( ) —
b

20 =()()E)EC) = 5=

En caso de que te encuentres con una fraccion mixta se transforma el numero a

potencia de la siguiente manera:

®3| Q
3

fraccion:
N (ZN2 2 7X7 77 _ 49
b) (3 2) - (2) 2x2 22 a4
2ab)3_ 23a3p% _ 8a3h3

o) &)5=% d) 222
y c C3 C3

72 _ 7x7 7% _ 49 121
4

8va Ley: Potencia con exponente negativo
Todo término elevado a un exponente negativo es igual a una fraccién, cuyo numerador es

la unidad y su denominador es el mismo término con el exponente positivo.

m7

N e
a- = o
Por ejemplo:
a) nm=— b) x 72 = —
-3 =71
n3 xf
1 3 1 a
c) 3m‘7=3.mz— d) a.b‘S:a.F:E

9na Ley: Potencia con exponente positivo
Todo término elevado a un exponente positivo es igual a una fraccién, cuyo numerador es

la unidad y su denominador es el mismo término con el exponente negativo.

a1
a = -
Por ejemplo:
1 1 1
8 — 9 _— — - 41,3
a) z = b) x =5 c) 5m?2 =5, T d) a*b°= v

P
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10ma Ley: Potencia negativa de una fraccion

Si tenemos una fraccion elevada a una potencia negativa, para quitar el exponente

"= O

¢ Por qué podemos hacer esto?, si tenemos un nimero entero con exponente

negativo, invertimos la fraccion.

negativo, lo colocamos debajo de un niumero uno, como lo vimos en leyes anteriores.
1

2 = —
5—52

Por ejemplo:

llva Ley: Exponentes fraccionarios
Provienen de extraer una raiz a una potencia cuando el exponente del término radicando
se divide por el indice de la raiz; si el cociente no es una cantidad entera, la division solo

gqueda indicada, dando lugar al exponente fraccionario.

m
n —
\/ am = Qaqn
. m 1 1\m
Lo anteriormente expuesto se puede expresar: an = (@™)n = (an) =

(Va)™ = Va™

Por ejemplo:

%/ 3 8 1 1 1.1 5
a) 4b3:bz b) \/F:ygzy‘l' C)%-ﬁ:?{/}-2\/}=x§_x5=x§+§=xg=w

|><
Blw

dy 2
= -

o Ul
=
=
[aS]
o
N
2

pa

]
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Actividades de Desarrollo

ALGEBRA (APRENDIZAJES ESENCIALES)

Con las leyes antes descritas y apoyandote en los ejemplos desarrollados para cada

caso, resuelve los siguientes ejercicios, de esta forma te familiarizaras mas con estas leyes

que te seran de gran utilidad en todos los temas que requieran de operaciones algebraicas.

1.- Desarrolla las potencias y aplica las leyes de los exponentes, para resolver los siguientes

ejercicios.
a) 3*= b) (-5)° = c) 6% =
d) x° = e) 265° = f) 2m+ 3)° =
g) mt= h) 95! = i) (t+5)! =
j):—:+50= k) 4x° 4+ x! +5 = |)25—011+120—61*3°:

2.- Aplica las leyes de los exponentes correspondientes al producto y cociente de mismas

para resolver los siguientes ejercicios.

a) (@) (&) =
d) (@°)(a °)(@")=

5n°

g) ——==

11n°

b) (x°) (x™) =

e) (5a2b?) (2ab?c®)=

8alh3c7_
4a3b3c4

h)

c) (2(2")(2")=

f) (=7m?n3) (3mn°)=

5
i) 6x:

—3x8

3.- Aplica las leyes de los exponentes de potencia elevada a otra potencia y de producto,

para simplificar los siguientes ejercicios.

a) (2%)'=
d) (x*)°)*=

0) (@°b%c )=

b) (39 2=

) (4xs)=

h) (2x°)° (=5x?)? =

c) (b%)*=

f) (3%4%2)5=

i) (3y5)° (2y?)2=

j) Selecciona, ¢, Cudl de las siguientes expresiones es siempre igual a (p» ™ 1)2,conp #

0?

2

p"
) pm+12

UEMSTIS

2) pZ(n—m—l)

3) pnz -m2-1

4) p(n—m—l)z

]
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4.- Aplica las leyes de los exponentes de la potencia de fracciones, para resolver los

siguientes ejercicios.
15 _
a) (7)° =

€) )2+ ()? =

b) G-)* =
d) (32)? = P;; _.’

-}

Potencia Fraccion

a) m*=

b) 2k =

=
e

c) a*h==

d) mIn2=

|
[

5.- Completa la siguiente tabla. Para ello recuerda que existen los exponentes fraccionarios

y aplica la igualdad:

m

n\/am = a;

Expresar con signo radical Expresar con exponente fraccionario
1
X3
4 /xs
5
y6
*lasp*
4
(2xy)3
4
(9x)3
4 x7y12
125x
~
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Actividades de Cierre J

Como habras notado, las leyes de los exponentes tienen mucha
aplicacion en la simplificacién de expresiones algebraicas, es decir en la
reduccion de términos algebraicos y en muchos casos se requiere de la
aplicacion de méas de una ley de los exponentes.

Por ello en esta seccidn nos enfocaremos en la “Simplificacién de

operaciones con potencias”, en las que se requiere de la aplicacion de
ailln wlia varias leyes de los exponentes, asi como de la operacion con
exponentes fraccionarios.

1. Simplifica las siguientes expresiones algebraicas.

Operacion Simplificacion

a) (5ax?) (a?x®) (6ax) =

b) (9a%bc)2. (2a2b3)3. (ac) =

0 () (5% ()%=

(12m3n5)3

2p (-3 p3r? 2 _
e)(3q21'3) (q_4.) -

2.- Resuelve los siguientes ejercicios en tu libreta, operay simplifica las expresiones
que se te presentan, empleando las propiedades de exponentes fraccionarios.

Expresa tus resultados con exponentes positivos.

a) Expresar con signo radical:

2 1 2

3 7 5
1) 4a= = 2) x3yazs = 3) 4ab3ce =

~1
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b) Expresar con exponente fraccionario:

1) V@ b= 2 4VabieE=  3)"a Vb Yo

c) Expresar como exponente positivo:

213 1 ey
Sx 3y 4x 2

d) Hallar el valor de:

3 3
1) 162z = 2) 817 =

Actividades de Contextualizaciéon o Transversalidad

Con lo que ahora sabes y has aprendido estas en posibilidad de darle aplicacion a las leyes

de los exponentes. Resuelve los siguientes problemas en tu cuaderno.

1.- Problema Para preparar una mezcla de mortero se requieren 87! toneladas de cemento,

¢, Cuanto kilogramos de cemento se emplearan?

2.- Problema. Si 10 gramos de sal se afiaden a una cantidad de agua, la cantidad k(t) de
sal que no se disuelve después de t minutos esta dada por k(t) =10 *(% )¢
a). ¢ Cudl es la cantidad de sal sin disolver en el agua después de transcurrir 3
minutos?
b). Después de afiadir sal en el agua, ¢en qué tiempo quedan solo 5 gramos

sin disolver?

Y
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2.1.2 Leyes de los Radicales

Introduccion

La operacion de radicacién es la operacion inversa a la potenciacion, es decir, si se tiene el
resultado de una potencia, la obtencién de la raiz permite encontrar el nimero que se elevo
al exponente igual al indice de la raiz.

Sabemos que 32 = 9 es el resultado de una potencia, entonces. Si necesitamos saber que
namero se elevé al cuadrado para obtener 9, ese valor es el resultado de la raiz cuadrada
de 9.

Vo =3

Si queremos saber qué numero debemos elevar al cubo para obtener 8, escribimos:
V8 , lo cual se lee: “raiz cubica de 8” y significa: “que nimero elevado al cubo da como

resultado 8”, entonces, V8 =2, porque 23 = 8.

Para comprender mejor est4 operacion, es necesario tener en claro los términos de la

radicacion, estos son el radicando, el indice y la raiz:

* El radicando es el numero o expresion al cual queremos hallar su raiz.

* El indice nos indica cuantas veces debemos multiplicar por si mismo un numero o término
para asi obtener el radicando.

* La raiz es aquel numero o término que si se multiplica por si mismo las veces que indica

el indice, da como resultado el radicando.

radical
indice f

\\z/a\:b

radicando

raiz

e

P
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La raiz n-ésima:
Asi como la raiz cuadrada es lo que se multiplica dos veces para tener el valor original...
y la raiz clbica es lo que se multiplica tres veces para tener el valor original... la raiz n-

ésima es lo que se multiplica n veces para tener el valor original

va xva=a
Vax Vax Va=a
x{?ﬁx Vax ... x ¥

n de ellos

En el caso de la raiz cuadrada se puede expresar con indice o sin indice. (Solo se aplica

a laraiz cuadrada)
2
va = va Raiz cuadrada de d

Sin embargo, cuando se trata de raices que NO son raices cuadradas, SIEMPRE se
debera escribir el indice:

i/} 0 raiz cubica de y

i/} 0 raiz quinta de x

Si la raiz indicada es exacta, se dice que es racional; si no es exacta, es irracional. Por
. 3 4 . . .
ejemplo, V4 =2, V8a3 = 2a, V16a® = 2a? son expresiones racionales; mientras
3 . .
que V2 =1.4142 ... y V3a?, son irracionales.
Signo de unaraiz:

a) Las raices impares de una cantidad tienen el mismo signo que la cantidad del

radicando. Asi:
V2743 =3a porque (3a)®=27 a3
V—27a3 =—3a porque (-3a)®= —27a°

Recuerda la ley de signos: (—3a)® = (-3a) (-3a) (—3a) = -27 a3

b).- Las raices pares de una cantidad positiva tienen doble signo: + y —. Asi, tenemos:

P
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J25x* =5x 6 |25x* ==5X porque (5X)2 =25x? y (—5x)? =25X?

Por tanto, ‘/25x2 =+5x

V16a*=2a ¢ V16a*=—2a porque (2a)*=16a* y (-2a)*=—16a*
Por tanto, V16a%=+2a

A continuacion, se presentan las propiedades de las raices y comprenderas su
importancia para la solucién de diversos ejercicios el estudio del algebra. No olvides los

puntos revisados en esta breve introduccion.

Actividades de Apertura

En este apartado vas a conocer las propiedades de los radicales. Debido a que las
raices pueden convertirse a potencias de exponente fraccionario, cumplen con todas las

propiedades de potencias a partir de las cuales se pueden deducir las siguientes.

la Propiedad: Raiz de una potencia cuyo exponente es igual al indice

Cuando el exponente del radicando es igual al indice, la raiz es el radicando con exponente

uno.
Vat =a
Ejemplos:
5 3 . 7
a) Vx3 =x3 =x by V57 =57 =5

12

&) WxTxE = /7T = WrTT =z —x

d) En algunos casos, es necesario simplificar el radicando con las leyes de los exponentes.

6 (1622—5)3 _ 6 ((24)22—5)3 _ 6 (282—5)3 _ 6 (28—5)3 . 6 (23)3 _ 6 (29 _
g22-3 2322-3 260-3 26-3 23 Al23

V293 =328 =2

-
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Considera que 16 se puede escribir como 2*y que 8 se puede escribir como 23.
Como se pudo observar, ya sea que el radicando sea una variable o un valor numérico, la

propiedad se cumple para ambos casos.

2a Propiedad: Raiz como potencia con exponente fraccionario
Se puede expresar cualquier potencia como raiz o viceversa, considerando a la potencia
como un numero racional, el numerador de esta potencia correspondera a la potencia del

radicando y la del denominador al radical.

n
m\/ an = aﬁ

Ejemplos:

2 7 5
a) : y2=ys b) V67 = 61 c) 3,/(2x +v)>=02x+y)3

Recuerda que esta propiedad también la estudiamos en las leyes de los exponentes. Esto

nos demuestra la relacion entre estas operaciones.

3a Propiedad: Producto de raices con el mismo indice

Para multiplicar radicales de igual indice n, se multiplican los radicandos y se conserva el

Yatlb =% ab
Ejemplos:

8) (/8).(V2)- (J6) = VB 2+ 6 b) (Vx)(Y¥)(Vz) = Yxyz
c) (W)(i/Z_d)z Y3cx2d = 6cd

indice n.

4a Propiedad: Producto de raices con distinto indice
La propiedad consiste en multiplicar los indices de los radicales para obtener un nuevo
indice comun (nm); el nuevo radicando se obtiene del producto del primer radicando
elevado a la potencia que indique el indice del segundo radical (a™), por el radicando del

segundo factor elevado a la potencia que indique el indice del primer radical (b™).

Ya « Vb = "Vambn

~1
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Ejemplos:
a) Resolver la siguiente multiplicacion de radicales:

V3 x4

Observamos que, para obtener el indice comun del resultado, tendremos que
multiplicar 4*3=12; después para obtener el nuevo radicando, se eleva el radicando del
primer factor (este caso el 3), a la potencia que del indice el segundo radical (3%) y se
multiplicara por el radicando del segundo factor (este caso el 4), elevado a la potencia del

indice del primer radical (4*). Asi tenemos que:
V3 V4 ="(35H(% = /3B
:li/(27)(256):1i/(6912)
b) Ejemplo con variables: aplicamos la propiedad y empleamos las leyes de los
exponentes: V2x F\’/_ = lw
1i/25x5y3 — 1i/25x5y3

'3/32x5y3

5a Propiedad: Raiz de unaraiz

Para obtener raiz de raiz se multiplican los indices y se conserva el radicando.

n
"a="Va

Ejemplos:

1
ok = Ox = ¥x= xis

Si analizamos un poco este ejercicio, nos podemos dar cuenta de que no es la Unica forma

de resolverlo, ya que podriamos emplear la propiedad de exponentes fraccionarios:

1
3[4 l E i 12
\/} = X4 = X12 = \/}
b) En el siguiente ejemplo, primero es conveniente simplificar el radicando con el

apoyo de las leyes de los exponentes.

e = T (T G =G
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6a Propiedad: Raiz de una fraccion
La raiz n-enésima de un numero racional es igual a la division de las raices n-enésima del

denominador y numerador respectivamente.

Ejemplos:
38 _ ¥8 _2_

b) En el siguiente ejemplo, aplicamos la raiz quinta, tanto para el numerador como
para el denominador. Posteriormente podemos aplicar la propiedad de exponentes

fraccionarios para simplificar mas la fraccion
5 2 2
s[x10 Yx10 x5 «x
15 s/ 15 15 43
y y y 5 y

c) Revisa cuidadosamente la solucién del siguiente ejemplo. Aplicaremos la

propiedad que estamos estudiando, pero también recurriremos dos de las propiedades

anteriores (la del producto de 2 raices con el mismo indice y la de exponentes fraccionarios).

| N

4x* \/4362 _ Vaxr 2x
= _ _
36y |36y \/%\/; 6y

X
_3y2

N N

7ma Propiedad: Cociente de raices con distinto indice
La propiedad consiste en multiplicar los indices de los radicales del numerador (n) y
denominador (m) para obtener un nuevo indice comdn (nm); el nuevo radicando sera la
fraccion resultante de elevar el radicando del nhumerador (a) a la potencia del indice del
radical del denominador (m) y el radicando del denominador (b) se eleva a la potencia del

indice del radical del numerador (n).

Ra __n¥m am

m\/E bn

~1
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a) Resolver la siguiente divisién de radicales:

E
Va

Observamos que para obtener el indice comun, tendremos que multiplicar 4*3=12; después

para obtener el subradical, se eleva el radicando del nhumerador (en este caso el 3) a la

potencia 3 que es el indice del radical del denominador (3%); y se dividira entre el radicando

del denominador (en este caso el 4) elevado a la potencia 4 que es el indice del radical del

numerador (4*). Asi tendremos que:

‘i/— 4<3>f F_lz/m
44 25

b) Revisemos un segundo ejem Io 2(3)/253 o[ 1562
9 jemp 3\/— 27° 729

o 5(3)/& _1s /x_
31y y> y5

Actividades de Desarrollo

c) Revisemos otro ejemplo.

&GP

Como pudiste comprobar las propiedades de las raices nos permiten operar expresiones

aritméticas y algebraicas en forma inmediata, al transformar una expresion algebraica que

sea compleja en la forma equivalente mas sencilla.

1.- Para comenzar, obtén las raices indicadas, recuerda que la a raiz n-ésima es aquella

cifra que multiplicada por si misma el nimero de veces que indica el indice del radical, dara

como resultado el radicando. No olvides considerar los signos.

Radical

Raiz o raices

Radical

Raiz o raices

a) V64 =

e) V=32 =

b) 3125 =

fy V81 =

c) V256 =

g) V625 =

UEMSTIS
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2.- Aplica las primeras dos propiedades de las raices y las leyes de los exponentes donde
sea necesario para simplificar los radicandos.

12 propiedad

a) Vx® = b) V/57 =
c) Vx2x5 = d) V2827526 =

76 3 (74)6
e) |5 = f) / —nt
5 (610)2
g) 6-367 =

22 propiedad

a) 11/(322)3 = b) 1i/y_ =
c) Vm3 = d) V114 =

7 611
e) Vz=6718 = f) /6—3 =

3.- Realiza los siguientes productos de radicales con indices iguales o distintos. Aplica las

propiedades correspondientes segun sea el caso.
a) (V4 (V5) = b) (Vx2) (§xy3) =
c) (V2ab®) (V5a3b?) = d) (Yw?) (Vz5) =
e) (V32) (¥2) = f (V22) (V6) =
g) (Vx®) (Vx?) = h) (Yw?) (Vz5) =

~1
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4.- Simplifica las siguientes raices de raices en tu cuaderno. Consulta los ejemplos descritos

en las actividades de apertura.

4316 0y Y8Y2
C) 6 84\/5 _ d) 3/ /64m7n18 _

1 3,,2 /2 2,3
3 —
e) \/3 \/3)( y 4 5a X y _ f) 213 \/((al(blcz)(agbzcs) _

(a2b3c1)2

5.- Realiza los siguientes productos de radicales con indices iguales o distintos, en tu
cuaderno. Aplica las propiedades correspondientes segun sea el caso.

64 3 (27 2
a) — = b —_— = C = =
) {1z ) e ) o7

3| x6 _ 8T _
D 5 = ) Y1

~1
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Actividades de Cierre

1.- En los siguientes ejercicios opera y simplifica las expresiones que se te

presentan, empleando las leyes de los exponentes y las propiedades de las raices que

consideres necesarias.

Expresion radical

Simplificacion

) 4775770 =

2\3\4
b)3((x)) —

x105 =64

f) (V2ab?) (Va3b )=

4, x11y167=5
g) x—9z~13(y4)2 -

(y—ZZS)Z

313 3.2 — _ _
((x=3y=2273)(x~*y5z-2))
h) \/\/ _

UEMSTIS
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1.- Resuelve el siguiente crucigrama aplicando las propiedades de las raices y

exponentes. Cada cifra del resultado ocupa una casilla.

Horizontales

3
1.91006-/4_ 3, 42 = 5. (2) (477) = 7. Q42D
(V2%) =

3252
== |3
9. 3HABHA7H= 10 (Ej(f)z -

Verticales:

2. 4/9+5/9_ 4 4208 6. 2221 8. /121/2°
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Blogue 3 | Suma, resta, multiplicacién y division

ALGEBRA (APRENDIZAJES ESENCIALES)

3.1 Operaciones basicas con monomios y polinomios

3.1.1 Sumay resta

Introduccion

Cuando se requiere resolver un problema enunciado en lenguaje

)

> b comun es necesario transformarlo a una expresién algebraica, ecuacion

== o desigualdad. Las expresiones matematicas que resultan, en muchas
. ocasiones deben de simplificarse y para ello deben realizarse las

o
“ \ operaciones que representan. Es por ello que durante el desarrollo de las
- actividades del curso de algebra y de las asignaturas de mateméticas del
bachillerato es recurrente la aplicacion de las operaciones béasicas a

expresiones algebraicas como un paso intermedio en la solucién de ecuaciones.

Actividades de Apertura

Cuando se suman o restan expresiones algebraicas solo se pueden hacer estas
operaciones con términos semejantes. Esto es una consecuencia de la regla de la
aritmética que establece que solo se pueden sumar cantidades de la misma especie. Si dos
términos no son semejantes no son de la misma especie y por tanto no pueden sumarse 0

restarse. Anteriormente ya se definieron los términos semejantes.

En una suma de expresiones algebraicas solo es necesario expresar los términos que las
componen y luego debemos simplificar los términos semejantes. Cuando restamos
expresiones, antes de simplificar debemos de cambiar el signo de todos los términos del

polinomio que se va a restar (sustraendo). Recuerda también estas otras reglas.

~1
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1.- Ley de los signos:
Numeros con igual signo -> se suman y prevalece el signo de ellos.
Numeros con diferente sigho - se restan y prevalece el signo del nUmero con mayor valor

absoluto.

2.- En suma y resta algebraica: solo intervienen los coeficientes, los exponentes
permanecen inalterables.
3.- Es recomendable: Asociar los términos que contengan el mismo signo, aplicando

posteriormente el punto 1.

Siempre gque se realizan operaciones con polinomios o expresiones
algebraicas debemos simplificarlos antes de hacer las operaciones
correspondientes.

Ejemplo 1: reduce los términos semejantes de la expresion :
5b—6b+7b—14b +9b

Proceso:

Se recomienda asociar las cantidades positivas y luego las negativas

5b+7b+9b —-6b—14b =21b—-20b=1b=0Db

Ejemplo 2: reduce los términos semejantes de:

—-Sm+8m-3m+7m—12m =
Proceso:

Se recomienda asociar las cantidades positivas y luego las negativas

—-5Sm+8m-3m+7m-12m=8m+7m—-5m—-3m—-12m =15m—-20m = -5m

Ejemplo 3: reduce los términos semejantes de: —6x? + 8x — 5 + 2x3 —4x% — 5x3 +4x—9

Proceso:
Asociar términos semejantes 2x3 — 5x3 — 6x* —4x®> +8x+4x—-5—-9 =

Realizar las operaciones agrupadas: —3x3 — 10x? + 12x — 14 , estos términos no son

semejantes por lo que no pueden reducirse.

~1
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Ejemplo 4: Reduce términos y simplifica:

2

3 5 5 9h+10h—-8h—-5h 19h—-13h 6h h
ahtgh—3h-—5h= = RET R

3 12 12 12 2
3 5 3 21y+56y—-10y—3y 77y—-13y 63 9
2 4y -2y -y = = 88,2
2y+ Y—3Y 1Y 14 14 1Y =3Y

Resultado: g + gy

Dados los siguientes ejercicios efectia la suma algebraica siguiendo los pasos

recomendados.
6a3 —5a® + 8a® — 3a® + 12a® — 4a® + 2a® =
2mn — 5mn + 8mn — 10mn + 6mn — 3mn + mn =

3.4 .2 2 7 _
5XT5XT5X T 5X 5%

a’b3 — 3a?b3 + 8a%b3 — 5a%b3 + 4a%b3 =

mn + m? — 2n3 — 5m? + 8mn — 6n3 + 3mn — 6m? + 4n3

2xy — 5x%y — 6xy? + 4x%y — 5xy — 3xy? + 8xy — 3x%y + 12xy? =

3 b 5 +2 b+4 5 b 4 +3 b 5 _

4a 3mn 3a 6mn 6a lzmn za zmn—
5 4

_Xﬂ__xa+_xa__xa=

3 3 3 3

~1
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ALGEBRA (APRENDIZAJES ESENCIALES)

%@} Actividades de Desarrollo

Con ejemplos especificos mostraremos la aplicacion de las reglas para desarrollar

Optimamente la secuencia de una suma y/o resta algebraica.

Ejemplo 1: Sumar 3x+2 y 4x—6.

Indicar la suma: Bx+2)+ (4x—-6)

Eliminar signos de agrupacion:  3x+2 + 4x—6
Agrupar términos semejantes:  3x+4x+2—-6
Simplificar : 7x — 4

Ejemplo 2: Sumar:4x3 +6x2—8x+5 y x3—4x>-9x+9

Indicar la suma: (4x3 + 6x%2 —8x+5) + (x>—4x2-9x+9)

Eliminar signos de agrupacion: 4x3 + 6x? —8x+5 + x3—4x2—-9x+9
Agrupar términos semejantes: 4x3 + x3 + 6x%? —4x2 —8x —9x +5+9
Reducir: 5x3 +2x%2 — 17x + 14

Ejemplo3: Restar:3xy+2x?y—4x+5 de 5x’y+8x—xy—2
Indicar la resta: (5x%y + 8x —xy — 2) — (3xy + 2x%y — 4x + 5)

Eliminar signos de agrupacion: 5x2y + 8x —xy — 2 —3xy — 2x%y + 4x — 5 (nota

el cambio de signo).

Agrupar términos semejantes: 5x%y — 2x?y —3xy —xy +8x+4x —2—75
Reducir:  3x%y —4xy + 12x — 7

~1
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Actividad

Dados los siguientes ejercicios efectia la suma algebraica siguiendo los pasos

recomendados.
1. (6a®—-5a*>+8a —3)+(a®—-12a*>—-4a+2)=
2. (2mn - 5mn? + 8m?n) — (10mn + 6m?n — 3mn? + mn) =

Sx2 2442 —2y24 72
3. X 5X+5)+(X X +5)

4. (mn+ m?—2n%) - (5m? + 8mn — 6n%) + (3mn — 6m? + 4n3)

5. (2xy — 5x%y — 6xy? + 4x%y) — (5xy — 3xy? + 8xy — 3x%y + 12xy?) =
3 5 2 4 5 5 4 3 5.5

6. (Zab—gmn+§ab+gm n)+(—gab—ﬁmn+5ab+ Smn)
2 a__5_a+1 4. a_ 1 a+1

7. (3X 3% )+(3X 3% )

Actividades de Cierre

Para ejercitar y dominar la suma y resta de expresiones algebraicas que involucren la

eliminacién de simbolos de agrupaciéon para finalmente realizar la reduccién de términos

semejantes mediante la sumay / o resta.
ELIMINACION DE SIMBOLOS DE AGRUPACION
Para eliminar los simbolos de agrupacién se sigue el criterio:

Cuando esta antecedido de un signo positivo: los signos dentro de él no cambian.

Cuando esta antecedido de un signo negativo: cambian todos los signos que estan

dentro del simbolo.

+ (no cambian los signos); - (cambian los signos)

]
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Ejemplo: elimina los simbolos de agrupacion y reduce los términos semejantes.

ALGEBRA (APRENDIZAJES ESENCIALES)

+(4x—-3y+5z)—(—2x—3y+6z)+ (3x+5y—8z) =
Eliminando paréntesis queda: 4x -3y +5z+2x+3y—6z+3x+5y—
8z = agrupando los términos semejantes:

4x + 2x + 3x = 9x; —3y+ 3y + 5y =5y; 52-6z—-8z=-9z

Resultado: 9x + 5y — 9z

Cuando existen mas de un simbolo de agrupacion se elimina primero los interiores y

después los exteriores.
Elimina los simbolos de agrupacion de los siguientes ejercicios:

e 3a—[2b—4a— (5a—6b)+7b+ (8a—5b)—2a] =
se recomienda eliminar primeramente los paréntesis circulares:
3a—[2b—-4a—-5a+6b+7b+8a—5b—2al=
ahora eliminamos los corchetes
3a—2b+4a+5a—6b—7b—8a+5b+2a=
agrupando términos semejantes;

3a+4a+5a+2a—8a+5b—2b—6b—7b=14a—8a+ 5b—15b = 6a — 10b

o 5(4x*—6x+3)+2(-3x>+8x+4)-3(4x>+7x—-9) =
Resolvemos siguiente los pasos anteriores:
0x% —30x + 15 — 6x% + 16x + 8 — 12x% — 21x +
27 =
20x% + 6x% —12x* +16x —30x —21x + 15+ 8+ 27 =
26x* —12x? + 16x — 51x + 50 = 14x% — 35x + 50

~1
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Actividad:

ALGEBRA (APRENDIZAJES ESENCIALES)

1.-Dadas las siguientes expresiones elimina los simbolos de agrupaciéon y reduce los

términos semejantes:

—2a+3b—-4)+(a—2b+5)—(4a—7b—6) =

7m—3n+[4m+ (3m —4n) — (5m — 2n) + 6m] —8m =

5x -3y —{4w+5z— [6z + 9y — (5t + 6w) — (—4x — 8w)]| + 4w — 3y} =

2(3h—4i+1)—3(—4h+2i—4)+5Bh-6i+3) =

Actividades de Contextualizacion o Transversalidad

De acuerdo con las finanzas que una madre de familia ha tenido se encuentra el

siguiente estado financiero:

Recibe un sueldo de $2100, $150 por vales de despensa, $500 por pago de pension
alimenticia. Y tiene los siguientes gastos: $1400 despensa para la comida, $150 servicio de
autotransporte de la familia, $250 pago de servicios publicos, $350 por gastos diversos.
Establece el estado financiero de dofia Carmen. ¢Cuanto ahorra por semana si este

presupuesto es en promedio igual? ¢ Cuanto ahorra al afio?
$2100+$150+$500-$1400-$150-$250-$350= $2750-$2150= $600
Dofia Carmen ahorra en promedio $600 por semana.

El afio tiene 52 semanas ella puede ahorrar en un afio: ($600)(52)=$ 31,200

En una bodega de almacenamiento de azlcar, diariamente hay entrada y salida de
costales de azucar. Al registrar el comportamiento de entrada y salida de costales de dicho

producto, el controlador reporté el siguiente comportamiento en el lapso de 4 horas:

~1
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ALGEBRA (APRENDIZAJES ESENCIALES)

Llegaron 20 costales, retiraron 18, llegaron 34, retiraron 23, ingresaron 15, sacaron
28 para repatrtirlos, llegd una carga con 26, sacaron 25 para repartirlos. Establece el
movimiento que hubo durante esas 4 horas que tuvo de registro. Si al final de esas 4 horas

llegd un pedido para surtir 18 costales, determina si pudieron satisfacer dicho pedido.

entraron 20 34 15 26

retiraron 18 23 28 25

20+34+15+26 = 95

-18-23-28-25=-94

95-94=1costal al final de ese lapso solo habia en existencia un costal
Por lo que no podian surtir el pedido de 18 costales de azucar, habia un déficit(faltante) de
17 costales

P
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3.1.2 Multiplicacion

Observa la siguiente imagen:

Si “¢c” es el numero
3. ¢ Qué nimeros

son “a”’y “b”

ALGEBRA (APRENDIZAJES ESENCIALES)

Introduccion J

Recuerda que
necesitaras:

UEMSTIS

- Leyes de exponentes
- Leyes de los signos

diferentes
expresiones algebraicas, por ejemplo:

e Monomio por monomio

e Monomio por binomio

e Monomio por polinomio

e Polinomio por polinomio

Podemos multiplicar las

Y todas las combinaciones y a ti se te ocurran

Recuerda:
Leyes de los exponentes. Si las bases se multiplican
los exponentes se suman
Leyes de los signos: ()
()0

(+)C)
O =-

+

"]
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E Actividades de Apertura ]

Para multiplicar monomios, por un lado, multiplicamos sus coeficientes y, por

otro, sus partes literales:

Se multiplican las “x” sumando sus exponentes

o N\
a)dx?-3x*=(4-3) (x?-x*) = 12x%** = 12x°
A

Se multiplica el 4 por el 3

Dado que las literales no son semejantes
(iguales) las dejamos expresadas ya que
representan la multiplicacion de estas

b)4x - =5y =(4--5)-(x-y) = —20xy
A

Se multiplica el 4 por el -5

Para multiplicar un monomio por un polinomio, multiplicamos el monomio por cada uno
de los términos del polinomio

Ejemplo 1: Multiplicaremos el monomio 3x2 por el polinomio -x>+4x3-5x-1:

a)3x%(—x>+4x3—-5x—1) =

Multiplicamos coeficientes con signos y literales con sus exponentes = — 3x2+5 + 1 2x2+3 -
15x2+1 —3x2

Resolvemos las operaciones y presentamos resultado =— 3x7 +1 2x5 -1 5x3 — 3x2

Y
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Ejemplo 2: Multiplicaremos el monomio 2ab por el polinomio 3a-ab2+4b2c2:

SN N

b)2ab(3a — ab? + 4b?c?) =

1+2
Multiplicamos coeficientes con signos y literales con sus exponentes = 6a1+ 1 b - 2 a1+ 1 b +

142
8alb "2

3 3
Resolvemos las operaciones y presentamos resultado = 6a2b -2 azb + 8ab C2

Para multiplicar dos polinomios, multiplicamos cada uno de los términos de uno de los
polinomios por el otro, y realiza después la reduccion de términos semejantes de los
polinomios obtenidos en la multiplicacion.

Ejemplo 1: Halla el producto de los siguientes polinomios:
P(x) = 4x*-5x +1
Q(X) = 2x*—7

Solucién:

P(x)-Q(x) = (4x°-5x+1) - (2x°-7) =

= 4x>-(2x*=7) =5x- (2x*~7) +1- (2x*~7) =
= 8x°—28x°—10x>+35x + 2X°—7) =
= 8x°—38x3+2x*35x — 7

P
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@@' Actividades de Desarrollo

Ejemplo 2:  Multiplica (2x -3y +4z?) por (5x + 2xy + 4xz?) =

(2x — 3y +4z%)(5x + 2xy + 4xz%) =
. Y K

~ -
T = 5%

A continuacion, realizamos todas las operaciones (utilizamos dos renglones por la
extension):
25 x-x)+@2-2-x-x)+Q2-4-x-x22)+(-3-5-y-x)+(-3-2-y-xy) +

(-3 4-y-xz2)+ (4522 x)+(4-2-22 - xy)+ (4-4-2z% - xz?)

Después resolveremos las operaciones de los paréntesis:
(10x2) + (4x%y) + (8x22%) + (—15yx) + (—6xy?) + (—12yxz?) + (20z%x) + (8z%xy) +

(16xz%)

Por dltimo, eliminamos paréntesis:

10x2 + 4x2%y + 8x2z% — 15yx — 6xy? — 12yxz? + 20z%x + 8z°%xy + 16xz*

]
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Actividades de Cierre

Efectla los siguientes productos. Recuerda que para multiplicar monomios se multiplican

los coeficientes y se suman los exponentes de las variables que componen la parte literal
(“para multiplicar potencias con la misma base se deja como base la misma y se suman los
exponentes”). Cuando una variable no tiene exponente se considera que el exponente es
“17.
1) (2x3) - (6x%) =
2.) (12x3) - (4x) =
3)) 5. (2x%2y3z) =
4)  (5x¥%2) - (2y*2?) =
5.) (18x%y?z%) - (6x%yz?) =
6.) (=2x3) - (-5x) - (-3x?) =
Multiplicaciéon de un polinomio por un monomio.
1) (2x®-3x?+5x—-3).3x%2=
2) (6x*=5x%x2-7).(-4x3 =
3) (x—-13x3+12-15x?).(-2x3) =
4) (xy? —4x2y® +5x3% + 4x?) . (- 2 x¥y) =
Multiplicacién de polinomios.
1) (3x*=5x) - (2x3+4x>-x+2)=
2) (X*-2x2+2)- (x*-2x+3)=

3) (2x*-5x+6) - (3x*-5x3-6x>+4x-3)=

-
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[w@ﬁ Actividades de Contextualizacion o Transversalldad}

1) ¢ Cudl es el perimetro de esta figura?

o

5K il —

2) De la siguiente figura responde:

a) ¢Cudl es el area de la figura compuesta por los rectangulos 1y 2?

b) ¢Cudl es el &rea de la figura compuesta por los rectangulos 3y 4?

c) ¢Cual es area total?

<
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3.1.3 Division algebraica

[ Actividades de Apertura ]

Al igual que la multiplicacion podemos dividir diferentes expresiones las mas
utilizadas son:
e Monomio entre monomio

e Binomio entre monomio

e Polinomio entre

monomio cociente
e Polinomio entre
polinomio divisor dividendo

operaciones

residuo

Y todas las combinaciones y a ti se te ocurran

Nota:

Recuerda que
necesitaras:

- Leyes de exponentes
- Leyes de los signos

Leyes de los exponentes para la division. Si
las bases literales son iguale y se dividen los
exponentes se restan

Leyes de los signos: (H/(+)=+
()()=-
(HNE)=-
C)(+)=-

59
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@@? Actividades de Desarrollo

De dos monomios: se dividen los coeficientes y se aplica la ley de los signos (si la

division no es exacta, se puede dejar indicada); posteriormente, si los coeficientes literales

son iguales, se restan sus exponentes, si las variables literales son diferentes, entonces se

gueda indicada la division.
Ejemplos:

NOTA: recuerda que cuando una variable literal tiene como exponente cero equivale

a la unidad y, por lo tanto, sera como multiplicar por uno al término.

Ejemplo:

av2y3

9x 2y _3x0y2 _ 3,2
1) -3x°y

De un polinomio entre un monomio: se procede de igual forma que en el caso

anterior dividiendo cada término del polinomio por el monomio dado.

Ejemplos:

6-12a_6 12 _,
1) 6 6 6

3,2
Xy 2

) Xy

4x3y4+2x3y2—4x2y2+6x2y3 _ 4-x3y4

2x3y2 _ 4x2y2 6x2y3 _

—2xy? T —2xy?

UEMSTIS

D22 _ 22 _
T30 —2ay2 T Camy? 2x°y® —x° + 2x — 3xy

P
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Si tanto el dividendo como el divisor son polinomios, conviene seguir el

siguiente procedimiento:

(1) Se ordenan los dos polinomios en forma decreciente segun las potencias de x,
teniendo cuidado de dejar los huecos correspondientes a los términos que falten

en el dividendo.

(2) Se divide el primer término del dividendo entre el primer término del divisor.

(3) EIltérmino hallado del cociente se multiplica por el divisor y el producto se resta

del dividendo, obteniendo un resto parcial.

(4) Si el resto parcial es cero, 0 su grado es menor que el grado del divisor,
hemos concluido la divisién. En caso contrario, se repite el proceso hasta

llegar a un resto cuyo grado sea menor que el divisor. Wt

2 5
Aa b —5ab —0—2.—0—:7)

pl

—8a’bh? —4a’h?

—10a*b? +4ab
+10a’b? +5ab?

4ab +5ab’
—4ab —2b

79
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Dividir polinomios es tan sencillo, como dividir cantidades enteras, s6lo que un
polinomio es como un grupo de nimeros enteros descompuestos en una adicién de muchos

sumandos. Vamos a explicarlo por medio de un ejemplo:

Sabemos que el proceso de dividir consiste en: dadas dos cantidades “dividendo” y
“divisor”, se debe buscar otra cantidad llamada “cociente” que multiplicada por el “divisor”

nos resulte el “dividendo”.

Resolveremos la siguiente division de polinomios paso a paso:

(3x2 —103 +4x° —x+ 6)+(x2 +1- 2x)

Se ordenan los dos polinomios
tomando en cuenta los exponentes de | 4X° +0x' 10X’ +3x* - x+6 | x*-2x+1
la variable (x) en orden decreciente y
completando con coeficiente cero (0) la
potencia faltante.

Se divide el primer término del @+ 0x* —10xC +3x% — X + 6 @—2X+1

polinomio dividendo entre el primer

término del divisor

Para efectuar esto se divide el | 445 9y4 _10x3 +3x2 =X+ 6 W2 —ox+1

coeficiente del dividendo entre el del ;
- . . 4x
divisor y con la variable se aplica la

. . Este es el primer término del cociente
regla de potencia de un cociente de

igual base.
5 5
BC AKX pyen) gy
2 2
X 1x

Se multiplica el primer término A 10X —10x° +32 =X+ 6 |x2—2x+1
del cociente por todos los términos del
. —4x° +8x"* — 4x° 4x°
divisor, a estos productos se les

cambia el signo y se ordenan debajo del

~1
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dividendo segun el exponente de la

variable.
Estos productos se resta del 4%_ 0x* 10 £3% =X+ 6 x> —2x+1
dividendo
—y‘ +8x* —4x°3 ax®

8x* —14x> +3x* —x+6

Se repite todo el procedimiento 4X5/+ 0x* —10x3 +3x2 =X+ 6 Ix2—2x+1

considerando que ahora el primer _%5 B 4y 4C 1 8y
término del nuevo dividendo es 8x*
@4 —14x3 +3x2 —Xx+6
% - §X_z _gx“2 _gy? —B%* +16x° —8%°
X 1x 2x® —5x* —x+6

Continuamos ahora dividiendo los demas términos

4x5y(fx4 ~10x° +3x2 —x+6 X E2x+1

—4x° ;éx“ —4x° 4x° +8x% +2x -1
8x444x +3x° —X+6
- 8x* 16x
—//+4% 2X
—x*-3x+6
x? —2x+1

—bx+7

El cociente de la division es : 4x® +8x? +2x—1

Y el residuo: —5X+ 7 (como el grado de este residuo es inferior al del divisor,

no se puede continuar dividiendo por lo que la divisién es inexacta)

]
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Actividades de Cierre

Realiza las siguientes divisiones algebraicas apoyandote en los temas revisados. Hay

espacio suficiente para que realices todas las operaciones.

1) (x*=2x®-11x2+ 30x - 20) entre (x? + 3x - 2)

2.) (x®+5x*+ 3x% - 2x) entre (x? - x + 3)

3.) Siendo P(X)=x>+2x®*-x-38 Q(X)=x>-2x+1

calcular P(x) entre Q(x) =

[ -
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3.2 Jerarquia de operaciones

Introduccion

En temas anteriores se revisé el tema de jerarquia de operaciones. Te recordamos que la
palabra “jerarquia” nos sirve para indicar el orden de algo en un conjunto de elementos. Asi
como la jerarquia en una empresa nos indica el orden del duefio, después los gerentes,
después supervisores y después el resto del personal, asi ocurre con las operaciones. En
el siguiente diagrama se explica el orden que se sigue dependiendo como aparezcan en
distintas situaciones:

Paréntesis, corchetes y llaves

h 4

Potenciasy
raices

Multiplicaciony
ivision

Y

*| Sumas y restas

En este diagrama se indica que en las operaciones las deberemos efectuar empezando con
la resolucién dentro de los paréntesis, corchetes y llaves, posteriormente revisaremos
cuales operaciones tienen potencias y raices, después multiplicaciones y divisiones y por

daltimo las sumas y restas.

]
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Actividades de Apertura

Resolveremos un ejercicio donde se ejemplifica la jerarquia de operaciones.

Comenzaremaos con operaciones Unicamente numéricas y después veremos operaciones

algebraicas.
Ejemplo 1:
—943(-10+21)-32=

Solucioén:

—9+4+3(-10+21)—32=

Comenzamos con las operaciones dentro de los paréntesis—9 +3( +11 )—32=

Para quitar los paréntesis se multiplica por el elemento de afuera —9 + 33 —-32=

Realizamos las operaciones resultantes

= -8

Para este ejemplo 1 analiza como comenzamos la resolucion y compara con el diagrama

de la jerarquia de operaciones:

4{ Paréntesis, corchetes y llaves

h 4

Potenciasy
raices

division

,| Multiplicaciony

>

Sumas y restas

UEMSTIS

1) Comenzamos revisando si hay paréntesis y
se resolvieron las operaciones que estaban
dentro de ellos.

2) Después revisamos si habia potencias y
raices. En este ejemplo no hay.

3) Después se realizaron las multiplicaciones.
No habia divisiones.

4) Por ultimo se sumo y resto dependiendo de
sus signos. Puedes revisar el tema de “ley de

signos” en las primeras paginas de este libro.

P
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Ejemplo 2:

b)2+[-2-3(12—-7)—4]+12 =

Solucién: 2+[-2-32-7)—-4]+12=
Comenzamos con las operaciones dentro de los paréntesis2 + [-2 —3( =5 ) —4]+ 12 =

Para quitar los paréntesis se multiplica por el elemento de afuera 2 + [-2 + 15 — 4] + 12 =

Realizamos las operaciones dentro de los corchetes 2+ +9 ]+12=
Para quitar los corchetes multiplicamos por el elemento de afuera 2 + 9 +12 =
Realizamos las operaciones resultantes =23

En los dos ejemplos anteriores resolvimos operaciones aritméticas, es decir, con
solamente numeros. Ahora revisaremos que la jerarquia de operaciones también puede

ser empleada con términos algebraicos.

@@?‘ Actividades de Desarrollo

En esta seccion revisaremos que la jerarquia de operaciones se utiliza igual para términos
aritméticos que para los algebraicos. Analiza los siguientes ejemplos con detenimiento,

después te tocara practicar lo aprendido.

Ejemplo 1: 5-3(2+8x)=

Solucion: 5—3(2+8x) =
Dentro de los paréntesis no hay términos semejantes, no le hacemos nada
5—-3(2+8x)=
Para quitar los paréntesis se multiplica por el elemento de afuera 5—6—24x =
Realizamos las operaciones resultantes =—-1-24x
-
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Ejemplo2: 23 —-7[-2+4+8(x—2)]+5(x —3)=
Solucion: 23 —7[-2+48(x—2)]+5(x —3)=
Retiramos paréntesis multiplicando por el elemento de afuera

23 —7[-2+8x—16]+5x —15 =
Realizamos las operaciones dentro de corchetes 23 — 7[—18 + 8x ]+ 5x—15=
Retiramos corchetes multiplicando por el elemento de afuera

23 +126 — 56x +5x — 15 =
Ya que no hay paréntesis ni corchetes, realizamos potencias

8+ 126 — 56x +5x—15=

Realizamos las operaciones resultantes =119 — 51x

Ejemplo3: 72—-7—[-9x+23x —2)]+5(5—3)=
Solucién: 72 =7 —[-9x 4+ 2(3x — 2)] + 5(5 — 3)=
Se resuelven operaciones dentro de paréntesis

72 -7 —[-9x+2Bx—-2)]+5( 2 )=
Quitamos paréntesis multiplicando por el elemento externo

72 —7—[-9x +6x —4]+ 10 =
Realizamos las operaciones dentro de corchetes

72-7—-] -3x—4 ]+10 =

Retiramos corchetes multiplicando por el signo de afuera

72—-7 +3x +4 +10 =
Resolvemos la potencia

49—-7 +3x +4 +10 =
Realizamos las operaciones resultantes =56 + 3x

~1
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Actividades de Cierre

Para los siguientes ejercicios deberas resolver las operaciones guiandote con la jerarquia

que acabamos de practicar en los ejemplos previos. Te recomendamos resolver por
renglones, asi como nosotros resolvimos antes. Esto te traera mas orden mientras dominas
el proceso.
1. Resuelve los siguientes ejercicios:

1) —5-—10(2 + 4x)=

2) 92 +3(7x—20) =

3) 22-9[6—3x+2(x—2)] =

4) 72 —2[9x — 5(10 — 8x)]=

5) 9b—6+6[5b—11(2—-3b)] +5% =

6) 103 —6+2[9x—10—-(3—x)]—9% =

7) 83 —11+5[7x+2—-2(7+3x)]|+7%=

8) 7x+42—[102+52x—-3)+72x—-1)] =

]
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Bloque 4 | Productos Notables

ALGEBRA (APRENDIZAJES ESENCIALES)

Al multiplicar algunos tipos de expresiones algebraicas se obtienen productos en que se
distinguen algunos rasgos notables, los cuales nos permiten efectuar esta operacion (la
multiplicacién) en forma rapida al aplicar la regla correspondiente. Tales productos reciben
el nombre de Productos Notables.

4.1 Binomio al Cuadrado

’ Introduccion

Obtengamos el producto de (x+y) (x+y) utilizando lo explicado en la multiplicacion de

Binomios que es igual a = x2- 2xy + y? y al analizarlo establecemos que los binomios son
idénticos, por lo tanto, pueden representarse como un binomio elevado al cuadrado.

Consideremos que se trata de la suma de dos términos ambos positivos, por ejemplo: (x+y)?

El producto de un Binomio al Cuadrado

El producto de un binomio al cuadrado es igual al cuadrado del primer término, mas el

doble producto del primer término por el segundo, mas el cuadrado del segundo

Regla General

Binomio al cuadrado ’
(x £ y)?

I

‘ 1° término 2° término ‘

(x) (v)

Cuadrado del primer termino (x) 2=x2

() Mas o menos el doble producto del primer término | (2)(X)(y) = = 2xy

por el segundo

Mas el segundo al cuadrado ()2 =y2

Resultado (X + y)2 =x2+ 2Xy + y2

]
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Ejemplo:
(x £ 4)32
Cuadrado del primer termino (x)2=x2
() M&s o menos el doble producto del (2)(X)(4) = £ 8x
primer término por el segundo,
Més el segundo al cuadrado (42=16
Resultado (x+£2)2=x2£8x+ 16

Representacion Grafica

b
a b
al a? b b2 a ab
(a+b)
a b
a| a? ab
(a+Db)
b b2 o

(a + b)?= a? +2ab +b?
Caso particular en que el niumero o literal tenga signo negativo:

(X - y)’=X*+2 (X) () + (y)* = x2-2xy +¥?

El resultado de elevar un binomio al cuadrado siempre es una expresion compuesta
de tres términos, al que se le denomina Trinomio Cuadrado Perfecto (T.C.P.).

‘
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Actividades de Apertura

A continuacion, incluimos mas ejemplos para resolver con la regla general que enunciamos

previamente. Te invitamos a analizarlos detenidamente:

Ejemplos:
A. (n+6)*= (N)?+2(6)(n)+6°= n’+12n+36
B. (8a-3b)’=  (8a)>+2(8a)(-3b)+(-3b)’=  64a>-48ab+9b?
C. (3y+2x)*= (3y)?+2(3y)(2x)+(2x)*= 9y*+12xy+4x>
Actividad:

Relaciona las dos columnas escribiendo en los paréntesis de la izquierda las letras con el

trinomio cuadrado que correspondan en cada renglon:

( ) (2a + 5b)? a) 36a% —60ab + 25b?
() (3a+4b) b) Za?+2ab +—=b?
() (5a—"7b)? c) 9a? + 24ab + 16b?
() (6a—5b)? d) 49+ 70a + 25a?
() (—8a+9b)? e) 64a® — 144ab + 81b>
() (1.2a — 4b)? f) 10.24a% — 28.8ab + 20.25b>
( ) (7 +5a)? g) 4a®+ 20ab + 25b?
( ) (a—3b)? h) a2 — 6ab + 9b?
( ) (3.2a—4.5b)? i) 1.44a? —9.6ab + 16b?
¢ ) Ga+ gb)z j) 25a*—70ab + 49b*

6 7
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Encuentra el resultado en la sopa de polinomios, de los siguientes binomios elevados al

cuadrado.
(Bx-2y)%, (X +Y)?, (3x-2)?, (4x+2y)?, (X-y)%, (2x-y)?, (2x+y)?, (5xPy-3x?)?, (4x*-6y°)?, (y*-2x)%.

Ot |12 | 4y' | 12y || 16 | X[ Y | | 2y | &Y
A2 | 8 |16y | 16y | Ay |4y | oy |yt ¥ [y | X
4 | 5 |12y | & | 120 | 36y |36 | X' | 6wy’ | 8xy’ | 2y
16¢ | 25¢ | -20xy | 4y | 12 | 36y’ | -9C |-Gy’ | By | 10K | ¥
Xy | a3 | 2 | 16x" | 168 | 9 [-18 | 25¢* | 2wy | dxy | 24xy
X -2 o | 16 | 16y | 8¢ [ 20x%y 25 | 4K | 4 | Y
16¢ | axy | XY [ 4 | Xy | 4y [ Ay | Y| dxy | -2y | Ay
o' | 36y | 4x" | -dxy | -2y | 36y | 4 [-36y'| Y| 36y | 4X°
A2y | l2xy | 3By | Bxy3-30xy| 9 [36xy | 36k | 4 | & | X
& |36y | 16 | -16¢ | 4C | 4 | Y | 29f | X |25k | 25x
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Actividades de Cierre

Desarrolla los siguientes binomios al cuadrado

L (x+4)(x+4) 2. Cx + 2y 3 (p-5n(P 51
4. (a - 2b)? 5. (5x? + 3)? 6. (6a2—b)(6a%—b
7. (¢ = 3y%)? 8. (k2— )2 9. - mdy?

Actividades de Contextualizacion o Transversalidad

Los productos notables nos sirven para reducir procedimientos y para ahorrarnos
algunos pasos a la hora de hacer operaciones. Se utilizan en la ingenieria civil, pues ayuda
a medir, calcular y contar las areas del perimetro, también sirven para calcular la superficie

del terreno.

Y
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Resuelve los siguientes ejercicios:

1. Determina la expresion polinomial que corresponde al area de las siguientes

figuras.

A.

(2x +3)

(5y-4)

Resuelve los siguientes binomios al cuadrado:

1.(x+8)(x+8)=
2. (m - 10)
3.(a-2)(a-2)
4.(y+3)?

5. (y +3)?
6.(p-6)(-6+p)
7. G- by

8. (-5 +x)?

9. G +n)>

10. (5/4 — s)?

UEMSTIS
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4.2 Productos de Binomios Conjugados

L Introduccion J

Si se tiene el binomio x + y, entonces X - y s su conjugado Yy viceversa. Para

multiplicar dos binomios conjugados se aplica la regla siguiente.

Productos de dos Binomio Conjugados
El producto de un binomio por su conjugado es igual al cuadrado del primer término menos el
cuadrado del segundo.

(x+y)(x-y)= x?-y? (Diferencia de Cuadrados)

Regla General

Productos de Binomios Conjugados
(x-y)x+y)

I i)

’ 1° término ‘ ‘ 2° término ‘

(x) (v)

Cuadrado del primer y segundo término. X=x2

y=y?

Formar un binomio con los cuadrados con signo negativo (Diferencia). | (X2 -y?)

Resultado (X -y)(X +y)=(x2-y?)

<l

A

]
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Ejemplo

ALGEBRA (APRENDIZAJES ESENCIALES)

(x-6) (X +6)
Cuadrado del primer y segundo término. X=X2
6=62=36
Formar un binomio con los cuadrados con signo negativo | (x2-36)

(Diferencia).

Resultado (x-6)(x +6)=(x2- 36
)

Representacion Grafica

(a-b);

b [ |
b
a _(a+b)
\ )~
B (
La figura anterior Y ahora, simplemente moviendo el
representa rectangulo, tenemos...Un rectangulo cuyo
entonces a2 — b2. area (a + b)(a - b) es igual al area de la
figura anterior, a? - b2
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{ Actividades de Apertura }

A continuacion, incluimos mas ejemplos para resolver con la regla general que enunciamos
previamente. Te invitamos a analizarlos detenidamente:
Ejemplos:

A (y-Dy+1)= (v)*(1)*=y*1

B. (4x+3)(4x-3)=(4x)%-(3)%= 16x2-9

C. (2a-5)(2a+5)= (2a)?-(5)?>= 4a%-25

Relaciona las parejas que son suma por diferencia con su producto.

3x2—4
9x2 — 6y
3x%2y% +5
81x* — 36y?
9x*y® —25
3x2+4 9x2 + 6y
3x2%y% -5
9x*—16
3x%2y? +5
20 12
9x*y* —25 day” —H
@@ Actividades de Desarrollo

Construye una frase correcta.
La diferencia (a-b), el resultado, cuadrado, del segundo, de, la suma (a+b), del, el cuadrado,

al, por, multiplicar, menos, es igual, primero.

~q
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Determina los siguientes productos sin efectuar la operacion.
a) (7+m)(m-7)

b) (3x+8)(8-3x)
c) (5x*+1)(5x*1)

d) (xTym™+1)(x"y"™-1)

[ Actividades de Cierre ]

Desarrolla los siguientes binomios conjugados:

1. (x-=5)(x +5) 2. (2x+y) (2x-vY) 3. (5u + 4y)(5u — 4y)
4. (7a— 2b)(2b + 7a) 5. (-4m + 4n)(4m + 4n) 6. (3x —2)(2 + 3x)
7.(q+V2) (q-V2) 8. (5a - b)(za +b) 9. (5x + 10y)(5x —10y)

10. (-7a% + 2)(7a2+ 2)
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Halla el area de las siguientes figuras.

A. B.

2y 7x-7y

e 7xX+7y

4x-5y

5x+5

4x+5y

e

Desarrolla los siguientes productos:
1. x-3)(x+3)
2.(r+1)(r-12)
3.(a-2)(a+?2)

4. (k + 8)(k—8)

5. (-y+5)(y+5)
6.(@+9)(-a+9)
7.(0+p)(0—p)

8. (m —n)(m + n)

9. (xy — 2)(xy + 2)
10. (9f° — 1)(9f* + 1)
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4.3 El Producto de Binomios con Término Comun

Introduccion

Regla General

Productos de Binomios con Término Comun
El producto de dos binomios con un término comdn es un trinomio cuyo primer término es el
cuadrado del término comun, su segundo término es el producto de la suma de los términos no
comunes por el término comun y el tercer término es el producto de los términos no comunes.

Productos de Binomios con Termino Comun
(x +a)(x+Db)

e 9N

Término comun Términos no comunes
() (a,b)
Cuadrado del término comun (x) 2=x2
Mas el producto de la suma de los no comunes por el (a+b)x = (atb)x
término comun
Mas el producto de los no comunes (a)(b) = ab
Resultado (x+a)(x+b) = x2+(a+b)x+ab

Ejemplos
(x +9)(x+3)
Cuadrado del término comun (x) 2=x2
Mas el producto de la suma de los no comunes por el (9+3)x = (12)x

término comun

Mas el producto de los no comunes 9)(3) =27

Resultado (X+9)(x+3) = x2+12x+27

~1
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(x -9)(x+3)
Cuadrado del término comun (x)2 =x2

Mas el producto de la suma de los no comunes por el término | (-9+3) x = (-6) X
comun (Aplicar leyes de signos)

Mas el producto de los no comunes (Aplicar leyes de signos) | (-9) (3) =-27

Resultado (x-9) (x+3) = x2- 6x-27

Representacion Grafica

X a

b bx sk b

X ax X
X a

(x+a)(x+b)=x2+(a+b)+ab

Los Binomios deben estar
ordenados; el primer término de
ambos debe ser el término idéntico.

P
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Ejemplo:
AL (Y+7)(y-3)= (¥)*+ (7-3)y + (7)(-3) = y+4y-21
B. (3x+1)(3x-5)= (3x)? +(1-5)3x + (1)(-5) = 9x2 -12x-5
C. (a+3)(a+8)=(a)? + (3+8) a + (8)(3)= a*>+1l1a+24

Resuelve los ejercicios, escribe el valor que representa cada letra y completa la frase oculta.

(x+1)(x+2)=Ax*+Cx+8B
(x+4)(x+2)=x*+06x+]
(x+M(x+3)=x*+Ix+0
(x+6)(x+7)=x*+Px+42
(x+3)(x+6)=x*+1lx+18

(x+1)(x+3)=x*+Dx+3

(x+3)(x+7) =x*+Mx+21
(x+1Dx+14)=x*+5x+R
(x+5)(x+6) =x*+Nx+30
(x+10)(x +6) = x* + Tx + 60
(x+Dx+17)=x*+Vx+ U

(x+2)(x+17)=x*+7x+34

(x+2)(x+3)=x*+Ex+6

13- 17 5 4 12 1 6 7 9 7 191 14 10 7

1614 1 2 1 8 12 157 1 13145 11 4 12

10 516124 1215 1 2 145 187 1 4 12 15
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@5} Actividades de Desarrollo

¢, Puedes o no utilizar el producto notable estudiado anteriormente cuando los binomios que

se multiplican son: (3x+2a) (3x-5a)? Justifica tu respuesta

Elige la alternativa correcta y subrayala. Tu desarrollo déjalo expresado.
a) Observa la siguiente expresion algebraica escrita en una hoja de papel, calcula el

binomio que cubre la mancha:

COOCENEQNERN

(x+3r‘*& 15 +8x+x?
.

A.X+3 B.x+5 C.x-5
D.x-3

b) Multiplica y simplifica de las siguientes expresiones (x+1)(x-2)- (x+2)(x-3)

A. X*+6 B.-4 C.x>-4 D.4

c) El producto de (x-7)(x-19) es:

A.x%-26x+133 B.x?-6x+133 C.x?-26x-70 D.x-26x*+70

d) Encuentre el producto de 3x(x+2)(x+5)

A. 3x2+21x%+1 B.x?+7x+15 C. 3x3+21x%+30x D.3x3+5x%+30

P
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[ Actividades de Cierre }

Desarrolla los siguientes binomios con término comun:

1. (x-2)(x+1) 2. (m+3)(m-2) 3.(r+7)(r-4)
4. (k—-10)(k-2) 5.(b-6)(b-5) 6. (2a—6)(2a + 4)
7.(z-3)(z-4) 8. (X + 4)(x + 6) 9. (4n -5)(4n - 2)

10. (x2 - 10)(x2 + 5)

~q
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®|E Actividades de Contextualizaciéon o Transversalidad

a) Un terreno forma rectangular, mide x + 4 de alto y de base x + 10.indica la

expresion algebraica que expresa el area del terreno
b) Hallar el &rea de una Tablet cuyas dimensiones son (3x +4) (3x +1)

(3x+4)

(3x+1)

c) Hallar el Area de una puerta cuyas dimensiones son (6x +10 ) (6x -2 )

Py

6x -2)

(6x +10)

~
104
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Ejercicios Adicionales

Resuelve los productos siguientes apoyandote en lo aprendido arriba:

1l.(a-8)(a+5)
2.(s+7)(s-4)
3.(b-10)(b-2)
4. (x—6)(x-5)
5.(r+4)(r+6)
6.(n—3)(n+4)
7.(m—-1)(m - 8)
8.(b—-9)(b+3)
9. (x+2)(x-5)
10. (p + 8)(P—-3)

4.4 Binomio al Cubo

L Introduccion

Regla General

Suma de Binomios elevados al cubo
(x + y)?
1° término 2° término

(x) (y)

Producto de la suma de un Binomio al Cubo
Es igual al cubo del primero, mas el triple del cuadrado del primero por el segundo, mas

el triple del primero por el cuadrado del segundo, méas el cubo del segundo.

P
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Cubo del primer termino

(x) =x3

(+) Mas tres veces el primer término al cuadrado por el

segundo

(3)(x)% (y) = 3x?y

(+) Més tres veces el primer término por el segundo al
cuadrado.

(3))(y)? = 3xy?

(+) Mas el segundo término al cubo

(V)2 =y?

Resultado

(X + 2)3 = x3 +3x2y+3xy? +y°

Ejemplo

(x + 2)3

Cubo del primer termino

(x) =x3

(+) Més tres veces el primer término al cuadrado por el

segundo

(3)(x)% (2) = (3)(2) (x?)= 6%

(+) Mas tres veces el primer término por el segundo al
cuadrado.

(3)(X)(2)? = (3)(x)(4)= 12x

(+) Mas el segundo término al cubo

(2)° =8

Resultado

(X +2)B=x3+6x2+12x +
8

Representacién Grafica

a® + 3ab*> + 3ba’

atb

+ b = (atb)

P
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[ Resta de Binomios elevados al cubo ]

(x - y)?

e 9

1° término

2° término

(x) (y)

Producto de la Resta de un Binomio al Cubo

Es igual al cubo del primero, menos el triple del cuadrado del primero por el segundo, mas el

triple del primero por el cuadrado del segundo, menos el cubo del segundo.

Ejemplo:

(x -y

Cubo del primer termino

(0=

(-) Menos tres veces el primer término al cuadrado por el

segundo

()X (y) = 3%y

(+) Més tres veces el primer término por el segundo al
cuadrado

(3)X)(y)? = 3xy?

(-) Menos el segundo término al cubo

(V)2 =y?

Resultado

(X + 2)% = x3 -3x2y+3xy? -
y3

Ejemplo:

(x - 2

Cubo del primer termino

) =x

() Menos tres veces el primer término al cuadrado por el

B)x)? (2) = (3)(2) ()=

segundo 6x2

(+) Mas tres veces el primer término por el segundo al | (3)(X)(2)2 = (3)(X)(4)=
cuadrado 12x

(-) Menos el segundo término al cubo (22 =8

Resultado

(x-2)3=x3-6x2+ 12x -
8

]
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E Actividades de Apertura ]

Analizaremos dos ejemplos méas desarrollados de binomios al cubo. El primer ejemplo es
un binomio que se estd sumando, el segundo ejemplo se restara. Analiza los pasos que
se utilizaron para llegar al resultado y comparalo con lo revisado anteriormente.
Ejemplo:
A (x+4)>= (x)>+3(x)*(4)+3(x) (4)*+(4)°
= x3+12x%+48x+64

B. (5b-3)%= (5b)*3(5b)%(3)+3(5b)(3)?-(3)?
= 125h°%-225b%+135b-27

@@ Actividades de Desarrollo

Encuentre el producto de (6x-1)3
A. 36x3-9x+18-1
B.216x3"108x%+18x-1

C. 216x3-108x2+18x-1
D.36x3-9x2+18x-1

Encuentre el producto de (x+5)3
A. x3+15x?+75x+10
B.x3-15x2+75x-125
C.x3+15x2+15x+125

D. x>+15x%+75x+125

Completa el desarrollo de la siguiente diferencia de cubos (3x-2)3=(3x)3-(2)®
A..-3(3%)2(2)+3(3%)(2)?

B..-3(3%)(2)+3(3%)(2)?

C..-3(3X)4(2)+3(3x)(2)

D..3(3X)%(2)+3(3x)(2)?

~
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Desarrolla los siguientes binomios al cubo:

1. (x-2)° 2. (m-3)® B.(r+7)T+1)(r+7)
4. (k-10)3 5. (b-6)3 6. (2a + 4)®
7.(z-3)(z-3)(z-3) 8. (pg? + 7)° 9. (2n _%)3
10. (x> -5)3
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Halla la expresion polinomial que corresponde al volumen del cubo de las figuras:

Volumen:

Volumen:

4

Apoyéandote en lo aprendido en esta unidad desarrolla los siguientes binomios al cubo:

1. (x-1)°
2. (p+6)°
3. (m-2)°
4. (b + 10)°

5. (k - §)3
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Blogue 5 | Ecuaciones

En la vida diaria, podemos encontrar situaciones que nos llevan al uso de distintos tipos
de ecuaciones lineales, entre ellas tenemos:

e Ecuaciones lineales con una incégnita
e Ecuaciones lineales con dos o tres incégnitas.
Como la que se tiene en el siguiente enunciado:
En una clase de Inglés de bachillerato, la mitad de los alumnos tiene 16 afios, la sexta parte

tiene 18 afios y la mitad de la diferencia de los alumnos de 16 y 18 afios, tiene 17 afos, los

ocho restantes tienen 19 afos. ¢ Cuantos alumnos hay en la clase?

Para resolver este tipo de planteamientos, revisa con atencion los siguientes apartadt

5.1Ecuaciones lineales <in i

Introduccion

Una ecuacion lineal, es una igualdad que involucra una o mas variables a la
primera potencia y que se verifica Unicamente para determinados valores de las
variables involucradas. En este manual, abordaremos las ecuaciones con una y

dos incognitas.

5.1.1 Ecuaciones lineales con una incégnita

Una ecuacion lineal con una incognita es una igualdad en la que figura una letra con
exponente uno y que es cierta para un solo valor de la letra, a este valor se le llama solucion

de la ecuacion.

P
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Actividades de Apertura

Al resolver una ecuacion de primer grado con una incognita se obtiene el valor de la

incégnita que satisface la igualdad.

Ejemplo.
El valor de “x” que cumple con la ecuacién 3x + 2 = 8 es:
a) —2 b) 1 C) 2 d) -1
Solucion:

Se sustituye cada valor de los cuatro incisos propuestos en la igualdad, aquel que cumpla
con la igualdad sera el valor de x.

Para el inciso a) Para el inciso b)

Six=-2 se obtiene 3x+2=8 Six=1 se obtiene 3x+2=28
3(=2) + 3(1)+2=38

2=38 3+2=8
—-6+2=28 5#8
—4 #8 El 1 no cumple con la igualdad

El —2 no cumple con la igualdad

Para el inciso c) Para el inciso d)

Si x = 2 se obtiene 3x+2=8 Six=-1 se obtiene 3x+2=28
32)+2= 3(-1)+2=8

8 —-3+2=38
6+2=28 —1=+8
8=28 El —1 no cumple con la igualdad

El 2 cumple con la igualdad

La respuesta es el inciso “c”.

P
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L@@ Actividades de Desarrollo J

Para la resolucion de ecuaciones, se aplican los despejes, los cuales permiten obtener el

valor de la incognita mediante las operaciones inversas.

Operacion Operacion inversa
Suma Resta
Resta Suma
Multiplicacion Division
Divisién Multiplicacién

Ejemplo 1: El valor de x que cumple con 5x +7 = 12 es:
b) O b) 1 c)2 d) 3

Solucién: Los elementos que no contengan a la incégnita se pasan al 2° miembro con la

operacion contraria. /'
5x+7 =12
5x =12-7
5x =5

Luego, el numero que se multiplica con la incognita pasa con la operacion inversa que es

la divisién conservando su signo, entonces:
5
X = =
5

x =1 La respuesta es el inciso “b”.

P
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Ejemplo 2: El valor de x que satisface la ecuacion 7x + 5 = 2x — 15 es:
a) 4 b) —2 C)2 d) —4

Solucioén:

ALGEBRA (APRENDIZAJES ESENCIALES)

Los elementos que contengan la incégnita se pasan al primer miembro y las contantes al
segundo, con las operaciones inversas, entonces;
9 P T e
7x+5 =2x—-15
7x —2x =—-15-5

se simplifican los términos semejantes

5x =—-20
se despeja x
—-20
=5
x=—4 La respuesta es el inciso “d”

Ejemplo 3: El valor de “y” que cumple con la igualdad —2(5y + 1) = —4(y + 6) — 2 es:
a) —4 b) 4 c)3 d) -3

Solucién:

Se eliminan los paréntesis en la igualdad multiplicando:

—2GBy+1)=—-4(y+6)—-2
~10y —2 = —4y — 24 —2
Se agrupan en el primer miembro los términos con la incognita y en el segundo los
términos independientes.
-10y —2 = —4ry>—<2\4—2
—10y +4y = —24—2+2

3 3 . o :
v Se simplifican los términos semejantes:

o

~ Y="%

n y=4 La respuesta es el inciso “b”.

ailn e
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Ejemplo 4: El valor de x que satisface la igualdad 3%+ 5%— x=0es:

1 5 5 1

Solucion: se despeja la incognita x: - r

3l 52 _x=o
27037 *7

Se multiplican los miembros por (—1) ya que la incégnita es negativa, entonces:

1 . .
x = 95 La respuesta es el inciso “a”.

Actividad

Encuentra los valores que se te solicitan en cada ejercicio:

1) El valor de “x” que se cumple con 6x — 10 = 2 es:

2) El valor de “x” que se cumple con —2 + 3x = 10 es:

3) El valor de “x” que se cumple con 4m + 2 = 20 — 2m es:

P
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4) EI valor de “X” que se cumple con -—-3Q2y+3)=-10(y+3) es:

5) El valor de “x” que se cumple con 2§+ 3%— x=0es:

6) El valor de “x” que se cumple con 2(3 — 5n) = 36 es:

Continuemos ahora viendo algunos ejemplos de resolucién de problemas

?

il Bie. .
Ejemplo 5: La suma de 5 nUmeros consecutivos es 2165. ¢ Cual es el primer nimero?
a) 429 b) 430 c) 431 d) 432
Solucién:
Elementos del problema: Planteamiento:
Un numero consecutivo se obtiene La suma de los 5 niUmeros es 2165
sumando uno al nimero que lo antecede, | x+ (x+ 1D+ x+2)+(x+3)+(x+4)
entonces: =2165
1° numero: x Resolvemos:
2° numero:x + 1 x+x+1+x+2+x+3+x+4=2165
3° numero: x + 2 5x +10 = 2165
4° numero:x + 3 5x =2165—-10
5° numero:x + 4 5x = 2155
2155
X = T =431

La respuesta es el inciso “c”.

Y
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Ejemplo 6: La suma de 8 niUmeros enteros pares consecutivos es 520, ¢ Cudl es el tercer
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namero?

a) 56 b) 58 c) 60 d) 62
Solucion:
Elementos del problema: un numero par consecutivo se obtiene sumando 2 al nUmero
que lo antecede, entonces:

1° numero: x 3° numero: x + 4 5° numero: x + 8 7° numero: X +

12

2° numero: X + 2 4° numero: x + 6 6° numero: x + 10 8° numero: x +
14

Planteamiento: La suma de los 8 nimeros es igual a 520.

x+x+2)+(x+4)+x+6)+(x+8)+(x+10)+ (x+12) + (x + 14) = 520

Se eliminan los paréntesis:
x+x+2+x+4+x+6+x+8+x+10+x+124+x+ 14 =520
8x + 56 =520
8x =520 —-56
8x = 464
_464
8
x =58

Luego, el tercer nUmero es x + 4 =58 + 4 = 62. La respuesta es el inciso “d”.

X

Ejemplo 7: Al sumar la edad de Fabian con la edad de Belem, se obtiene 51. Si Fabian es

3 aflos mas grande que Belem, ¢ Cual es la edad de Belem?

a) 21 afos h) 24 afios c) 27 afios  d) 30 afios
Solucion:
Elementos del problema: Fabian excede 3 afios a Belem, entonces:

Edad de Fabian es: x + 3

Edad de Belem es: x

P
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Planteamiento:
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Edad de Fabian + Edad de Belem: 51
(x+3)+x=51

e )

Resolucion: ‘e x+3+x=>51
-’
/‘ 2x+3 =051
ﬁ 2x=51-3
2x = 48
sl e _ 48 aln e
T2
x =24

La respuesta es el inciso “b”.

Actividades de Cierre

Ejemplo: Miguel y Ricardo compraron calculadoras de $120.00 y $90.00 respectivamente.

Si Miguel compro 4 calculadoras mas que Ricardo y en total se gastaron $1320.00,
¢, Cuéantas calculadoras compro Ricardo?

Un planteamiento que permite resolver el problema anterior es:

a) 120(x + 4) +90x = 1320 c) 120(x — 4) + 90x = 1320
b) 120x 4+ 90(x +4) = 1320 d) 120(4x) + 90x = 1320
Solucién: Elementos del problema: Se establece la siguiente tabla:
Numero de Precio por  Gasto por

calculadoras calculadora persona

Miguel x+4 $120 120(x + 4)
Ricardo x $90 90x
Planteamiento: Gasto de Miguel + Gasto de Ricardo = 1320
120(x + 4) + 90x = 1320

[T l]

La respuesta es el inciso “a

Y
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Ejercicios Adicionales

Encuentra los valores que se te solicitan en cada ejercicio:

1)

2)

3)

4)

5)

6)

El valor de “x” que se cumple con x — 18 = 2 es:

El valor de “x” que se cumple con —7 + 6x = 23 es:

El valor de “x” que se cumple con 4m + 4 = —20 4+ 7m es:

El valor de “x” que se cumple con -7(y—4)=-2(9+y) es:

La suma de 4 numeros enteros pares consecutivos es 130, ¢Cual es el tercer

nimero?

Si sumamos las edades de un papa y su hijo obtenemos 60. Si el hijo es 15 afios

menor que el padre, ¢ Cudl es la edad del papa?

P
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5.1.2 Sistemas de ecuaciones lineales

La importancia y necesidad de aprender Algebra radica en que proporciona
las herramientas para resolver una diversidad de problemas que la Aritmética esta
limitada para resolverlos. El Algebra permite tratar con cantidades que a pesar de ser
desconocidas se puede llegar a conocer, con un poco o mucho de analisis y

razonamiento, cual es la dependencia entre ellas, es decir, las operaciones que se

deben realizar para lograr una determinada equivalencia.

Cuando nos enfrentamos a un problema, la primera necesidad es transformarlo a
uno o mas enunciados en lenguaje algebraico. Para ello debemos analizar la situacion
planteada para generar las expresiones algebraicas pertinentes y después buscar las
igualdades que se pueden establecer para dar origen a las ecuaciones que deben
resolverse para a su vez, dar solucién al problema.

Una regla general para la solucion de problemas algebraicos es que siempre se
requeriran el mismo ndimero de ecuaciones independientes que de incégnitas o cantidades
desconocidas; asi, si un problema tiene 2 cantidades desconocidas y solo se puede
formular una ecuacion, sera imposible hallar un valor numérico especifico para cualquiera
de las incAgnitas. Si se tiene un sistema de ecuaciones en el cual se puede llegar, a partir
de una de las ecuaciones, a obtener las otras multiplicando por un factor, entonces las
ecuaciones no son independientes. Si la diferencia entre dos ecuaciones es solo un término
constante, el sistema puede ser inconsistente debido a que no sera posible llegar a una
solucion.

Las siguientes  ecuaciones x+2y—3=0 y 3x+6y—9=0 no son
independientes porque la segunda se obtiene de la primera multiplicando por tres. Eso
significa que en realidad se trata de la misma ecuacion. Si las graficamos, representarian
la misma recta.

Las ecuaciones x+2y =3 y x+ 2y =10 son inconsistentes porque no seria
posible que un nimero cualquiera sumado con el doble de otro nimero den dos resultados
distintos. Si grafichramos ambas rectas obtendriamos dos rectas paralelas, es decir, que

no se cruzan. Dado que la solucion de un sistema de ecuaciones por el método gréafico se

~1
UEMSTIS ACADEMIA NACIONAL DE MATEMATICAS @



QBQ)

obtiene localizando el punto de cruce de las rectas, los sistemas inconsistentes no tienen
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solucion.

Consideremos una situacion de aplicacion para ejemplificar la solucién de problemas que

dan lugar a un sistema de ecuaciones lineales:

En una tienda departamental se venden laptops y celulares. En el dltimo inventario

se tenian en total 45 aparatos ¢ Cuantas laptops y cuantos celulares tiene?

Claramente existen dos incognitas en esta situacion: El nimero de celulares y el nimero

de laptop. Si asignamos una literal a cada cantidad desconocida.

L = nimero de computadoras y C =nuamero de celulares

Enseguida debemos de formular las ecuaciones que sean posibles para tratar de resolver

el problema. En esta situacion, una ecuacion seria:
L+C=45

ecuacion 1

Con esta Unica ecuacion no podriamos saber cuantos celulares y cuantas computadoras
tiene la tienda. Como hay dos incOgnitas y ya no es posible formular otra ecuacion,
requerimos de informacién adicional. Para ello se debe hacer investigacion adicional o
recopilar mas informacién. Supongamos que logramos saber que el costo de una
computadora es de 6000 pesos y el de un celular es de 4000 pesos y en
los registros de contabilidad se tiene que la tienda pagd 240 000 pesos por
ambos productos. Con esta informacion adicional podemos formular otra

ecuaciéon ya que sabemos que:

4000 C= costo de todos los celulares y 6000 L = costo de todas las

computadoras o laptop.

Por lo tanto; 6000 L + 4000 C = 240 000 ecuacion 2.

P
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La ecuacion 1y 2 forman un sistema de ecuaciones porque los valores de las incognitas
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hacen verdaderas ambas igualdades, es decir, solucionan ambas ecuaciones
simultdneamente (al mismo tiempo). Si se hubieran detectado tres incognitas serian

necesarias 3 ecuaciones.

Ya establecidas las ecuaciones, el siguiente paso es resolverlas. Existen varios métodos
para hacerlo, aunque aqui trataremos los métodos de Reduccién, Sustitucion e Igualacion.
En estos métodos la clave esta en eliminar una a una las incognitas hasta lograr establecer
el valor de una de ellas para después encontrar las demés. Resolveremos el sistema de

ecuaciones anterior por los tres métodos:

ec.1> L+C=45
ec. 2> 6000L + 4000C =240 000

A) Método de Reduccion

En este método se elimina una de las incégnitas sumando algebraicamente ambas
ecuaciones después de lograr que los coeficientes, en ambas ecuaciones, de una de las
incognitas sean inversos aditivos, es decir, tengan el mismo valor, pero signo contrario.
Para lograr lo anterior basta multiplicar una de las ecuaciones por un nimero que logre

igualar el coeficiente de la literal seleccionada en ambas ecuaciones pero que su signo sea

contrario.
Multiplicando la ec. 1 por -6000 - 6000k — 6000C=-270 000
Sumandole la ec. 2 6000L+ 4000C=_240 000

-2000C=-30000 < ec.3
La ecuacién 3 resultante ya tiene una sola incégnita, ahora debemos despejar C para saber
su valor: C=-30 000 / -2000

C= 15 celulares
7 Sustituyendo este valor en ecuacion 1y despejando L.
hr L+C=45
J o L+ 15 =45
e L=45-15
i L= 30 laptops
P
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B) Método de Sustitucién

En este método la eliminaciébn de una incognita se logra despejandola de una de las
ecuaciones y sustituyendo su valor en la otra.
Escribamos nuestro Sistema de ecuaciones: ecl L+C=45

ec.2 6000L + 4000C = 240 000

Despejemos L en la ec. 1 convirtiéndose enec. 3 ec.3 L =45-C
Sustituyamos el valor de L de laec. 3enlaec.2. 6000(45-C) + 4000C = 240 000

Despejamos C de esta ecuacion. 270 000 — 6000C + 4000C=240 000
270 000- 2000C=240 000
270 000-240 000=2000 C
30 000=2 000C

Dividamos entre 2000 para obtener C C=30 000/2000
C=15 celulares. El valor de L se
obtiene igual

que en el

método anterior.
N

C) Método de igualacion.

En este método se despeja la misma literal o incégnita de ambas ecuaciones y se igualan

los valores obtenidos, para finalmente despejar la literal que permanece.

De nuevo nuestro sistema de ecuaciones es:
ec.1 L+ C=45
ec. 2 6000L + 4000C= 240 000

Despejando L en ambas ecuaciones:
Delaec. 1 L=45-C
De ec. 2 L= (240 000-4 000C) / 6 000

]
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Igualando los valores de L de ec. 1y ec. 2:
45 — C=(240 000- 4 000C)/6 000

Despejando C:

6 000(45 — C)=240 000 — 4 000C

-270 000-6000C=240 000-4000C

270 000- 240 000=6000C-4000C

30 000 = 2000 C

Dividimos entre 2000 para obtener el valor de C:  C=30000/2000
C=15 celulares. Y ya saben como obtener L.

Actividad
l. Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:
{3a—2b=4} 2{5x+2y=8} 3{95x+20y=800}
a+b=-1 2x—4y =-8 "(20x — 4y = —100

Il. Resuelve los problemas siguientes:
1. Setiene 3lbs de Té y 8 Ibs de café que cuestan en conjunto 39.70 dolares.
Por otra parte, 5 Ibs de té y 6 Ibs de café cuestan 47.10 dolares.¢ cual es el
costo por cada libra de té y de café?

2. Un quimico cuenta con dos soluciones de &cido. Una contiene 15% de &acido
puro y la otra 6 %. ¢ Cuantos cm?® de cada solucién debe usar para obtener

400 cm? de una solucion con 9 % de acido?

P
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@@? Actividades de Desarrollo

Consideremos ahora una situaciéon que da lugar a tres ecuaciones y obviamente tres

incégnitas.

Martin trabaja repartiendo comida en Uber Eats. Ayer llevo tres pedidos a
diferentes clientes. El primero pidio tres tacos, dos quesadillas y dos aguas
frescas; el segundo, cuatro tacos, una quesadilla y un agua y el tercero,
dos tacos, dos quesadillas y un agua.

El importe de cada uno de los pedidos fue de 105, 90 y 80 pesos

ailn wlie.

respectivamente. ¢ Cuanto cuestan cada taco, quesadilla y agua?

Nuestras incognitas son el costo de cada taco, quesadilla y agua. Asignando una literal que
represente estas incognitas:
t=costo de un taco g= costo de una quesadilla w= costo de un
agua.
Enseguida establecemos las ecuaciones correspondientes:
ec.l 3t+2q+2w =105
ec.2 4t+q+w=90
ec.3 2t+2q+w=280
Para resolver este sistema de ecuaciones utilizaremos los métodos de reduccion e

igualacion.

A) Método de reduccion.

Primero debemos eliminar una de las literales de manera que al final obtengamos un
sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas. Para ello formaremos parejas con las
ecuaciones originales y eliminaremos una de las literales. Pare este caso, seleccionaremos

W.

P
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Primera pareja: ec.1l 3t+2q+2w =105
ec.2 4t+q+w=90

Multiplicando la ec. 2 por -2 y sumandola a la ec. 1. —8t —2q — 2w =—-180
3t+2q+2w = 105

Resulta la nueva ec. 4: -5t = =75
Segunda pareja:
ec. 2 4t+q+w =90

ec.3 2t+2g+w =280

Para eliminar w, multiplicamos por -1 la ec. 3 y la sumamos con la ec. 2.

—2t—2q —w=-80 > 5
4t+qg+w— =90 hd
Resulta la nueva ec. 5: 2t—q =10 Q
Nuestro sistema se ha reducido a estas dos ecuaciones B
ec. 4 —5t=-75
ech 2t—q =10

Como se elimind también g en la ecuacién 4, no es necesario volver a reducir el sistema

anterior; basta con despejar t en ec.4 y sustituir el resultado en 5 para obtener el valor de

g.
ec. 4 =5t =-75
t= __—755 = 15 pesos

Entonces ec.5 2t —q =10
2(15) —gq =10
30—q =10
30-10=¢q

q = 20 pesos

Y
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Para obtener w, sustituimos los valores t y g en cualquier ecuacién original
Elegimos ec. 2 ec2 4t+q+w=90
4(15) +204+w =90
60+20+w =290
80+w =290
w=90-80

Respuesta: un taco $15, una quesadilla $20 y un agua $10 w = 10 pesos.

B) Método de igualacién.

Para llevar a cabo este proceso, despejamos una de las incégnitas o literales de las tres
ecuaciones. Despejaremos t de las tres ecuaciones. Aungue no es el despeje que facilita el
proceso, nos servird para ejemplificar mejor las dificultades que podemos encontrar en

otros problemas.

Nuestro sistema de ecuaciones es: ec.1 3t + 2q + 2w =105
ec. 2 4t+qg+w =90
ec.3 2t +2q +w =80
Despejando t en ec. 1 3t +2q + 2w = 105
obtenemos la ec. 4: 3t =105 —2q — 2w
ec. 4 t= —105_2:_2'”
Despejando t en ec. 2 4t+q+w =90
obtenemos la ec. 5: 4t=90 —q—w
ec.5 e
4
Despejando ten ec. 3 ec. 3 2t+2q+w =280
aln e
obtenemos la ec. 6 2t=80—2q—w
ec. 6 t = w
2
~q
127
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Con estas tres nuevas ecuaciones que representan los valores de t, podemos igualar sus
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valores (ya que representan la misma incognita) para generar un sistema de ecuaciones

con solo dos incégnitas, q y w.

ec. 4 t=m_2+zw ec.5 t=90_# ec. 6 t=8°'2%

Igualando 4 y 5 y simplificando: 105‘23"‘2‘” - 90‘:1“"’
4(105—-2q —2w) =390 —q —w)
420 —8q — 8w =270 — 3q — 3w
—8q +3q — 8w + 3w = 270 — 420

obtenemos la ec. 7 ec. 7 —5q — 5w = —-150

Para encontrar la otra ecuacion igualamos 5y 6. 90"2‘“’ = 80‘22‘1‘“’

y haciendo todo el proceso de simplificacion. 90—q-—w= 4(80-2q-w)

2
90—q—w=2(80—-2q —w)
90 —q —w = 160 — 4q — 2w
—q+4q—w+ 2w =160-90
obtenemos la ec. 8 ec. 8 3g+w =70

iBien!, tenemos nuestro sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas.
ec.7 —5q — 5w = —150
ec.8 3g+w=70

A partir de aqui podemos proceder por cualquiera de los métodos ya descritos. Vamos a

resolver por el método de sustitucion.

Despejamos w de la ecuacion 8: ec. 9 w=70—-3q
Sustituimos w en la ecuacion 7: —5q — 5w = —150

—5q — 5(70 — 3q) = —150
Simplificamos y despejamos q: —5q — 350 + 15q = —150

10g — 350 = —150
10g = —150 + 350
10q = 200

q= % = 20 pesos

P
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Conociendo el costo de una quesadilla, sustituimos este valor en la ecuacién 9 para saber
el costo de un agua: ec.9 w=70-3q, ecuacion 9.
w=70-3(20) =70 — 60 = 10 pesos.

Ahora solo falta el costo de los tacos. Este lo podemos calcular usando cualquiera de las
ecuaciones 4 al 6. Usando la ecuacion 5.
_90-10-20 _ 60

,€C.5 -=m-=---- t =——=— =15 pesos.
4 4 4

Y asi tenemos las mismas soluciones que obtuvimos con el método de reduccién.

Actividades
l. Resuelvan los siguientes sistemas de ecuaciones:

4x+3y+z=15 2x + 2y + 2z =12
1 {x—y—ZzzZ} 2.{3x+2y—52=—7}
2x—4y+z=4 x+y—z=0

Il. Resuelvan los siguientes problemas

Problema 1. Una parte de 25 000 dolares se invierte al 10% de interés, otra parte al 12 %y
el resto al 16%. El ingreso anual total de las tres inversiones es de 3200 délares. Ademas,
el ingreso de la inversién al 16% es igual al ingreso de las otras dos inversiones

combinadas. ¢, Cuanto se invirtié a cada tasa de interés?

Problema 2. En los exhibidores de una papeleria hay memorias USB de 8, 16 y 32 GB. La
memoria de 32 GB cuesta 150 pesos mas que la de 16 GB y 240 mas que la de 8 GB. En
esa Papeleria Carlos compro 2 USB de GB, una de 16 y una de 32 por las que pag6 1050
pesos. Juan compro una de 8 GB, 2 de 16 y una de 32 GB pagando en total 1140 pesos.
José compro6 una de 8 GB, una de 16 GB y 2 de 32 GB por 1290 pesos. ¢ Cual es el costo
de cada tipo de USB?

~1
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Actividades de Cierre

A continuacion, realizaremos un ejemplo mas de solucién de problemas para que tengan

mayores herramientas en la realizacion de las actividades de los siguientes apartados.
Si una muchacha trabaja 8 minutos y su hermano 15 minutos pueden pintar
una pared de su cuarto. Ademas, si la muchacha trabaja 12 minutos y su hermano
10 minutos, pueden pintar en ese tiempo la misma pared. ¢ Cuanto tiempo tardaria

cada uno por si solo para pintar la pared?

Empezaremos por definir las incognitas: > }
tm = tiempo que haria la muchacha sola (‘
t, = Tiempo que haria el hermano solo ii

aln e aidn  whe

Ahora debemos razonar sobre la manera de hallar equivalencias o igualdades para formar
las ecuaciones.

Las fracciones de trabajo que hace cada uno dependen de la rapidez con que hacen el
trabajo. Si la hermana sola tardara 20 minutos, entonces cada minuto hiciera 1/20 del
trabajo, pero como sabemos que el tiempo es la incégnita tm,, por lo tanto, la muchacha,
cada minuto hace 1/tm, si esto lo multiplicamos por los minutos trabajados, obtendriamos
la fraccion del trabajo que ella realiza. Para el hermano hariamos un razonamiento

semejante. Entonces:

. . ., 8 . ,
Primera situacion: = fraccion del trabajo de la muchacha

m

15 -, .
= fraccioén de trabajo hecha por el hermano
h

La suma de las fracciones de trabajo de ambos debe dar un entero (el trabajo completo):

8 15 .
ec. 1 = + —= 1 esta es una de las dos ecuaciones.
m h

Como se tienen dos incognitas debemos desmenuzar el enunciado para encontrar mas
relaciones de igualdad. Inmediatamente nos damos cuenta de que la otra alternativa

planteada originara la ecuacion faltante.

P
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. ., 12 10 P
Segunda situacion: —t+t—=1, segunda ecuacion.
m h

Ya tenemos el sistema de ecuaciones:
8 15

ec. 1 —+—=1
tm tp
12 10 p p -
ec. 2 —t—= 1  Ahoraa pensar cual método es el mas adecuado para
m h
resolverlo.

Lo resolveremos por igualacién, entonces despejaremos tm de ambas ecuaciones:

De la ecuacion 1:

8 15 8 15 8 _ tp—15 tin th __ 8ty

tm  th tm th tm th 8  tp_15 m o s
ecuacion 3
De la ecuacion 2:

12 10 _ 12 10 12 tp—10 tm th 12t
tm  th tm th tm th 12 tp—10 m - tp—10

ecuacion 4.

Si igualamos ecuaciones 3 y 4 podemos despejar y conocer ty,.

Sth — 12 8t (ty — 10) = 12¢5(ty — 15) - 8(t, — 10) = 12(t), — 15) -
th—1s tp—10

8ty — 80 = 12t;, — 180 --------- 8ty — 12t, = 80 — 180 -------- —4t, = —100

de donde t, = %20 = 25 minutos.

Sustituyendo este resultado en la ecuacioén 4.

12t 12(25)_300 .
= o Z12C9) 390 _ 50 minutos
tp,—10 25-10 15

Por tanto, la muchacha tardaria 20 minutos y su hermano 25 si pintaran cada quién por su

cuenta la pared.

]
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l. Resuelvan los siguientes sistemas de ecuaciones por reduccién e igualacion.
S5x -2y =4 5x +3y=-6 1E_2X=_1
4 3

x—y+5z=2
5.{4x—3y+52=3}

3x—2y+4z=1

X y o >
{8x—3y=5} {2x—5y=—21} 3{§+;=1} Gty =78
. Jx Y
’

Il. Resuelvan los siguientes problemas.

1. Una mujer ha invertido una suma de dinero. Si hubiera invertido 6000 pesos mas a
un interés de 1% mas baja, hubiera obtenido el mismo ingreso anual que con su
inversion. Ademas, si hubiera invertido 4500 pesos menos a una tasa 1 % mayor ,

su ingreso anual también seria el mismo. ¢ Cuanto invirtié y a que tasa de interés?

2. Un pintor y su hijo pueden pintar una habitacién conjuntamente en 8 horas. Si el
padre solo durante 3 horas y después llega su hijo a ayudarle, el trabajo se
terminaria en 6 horas mas. ¢ Cuanto tardaria cada uno en pintar la habitacién sin

ayuda?

3. Silatemperatura de ebullicion del agua a una altura h (medida en pies sobre el nivel
del mar) es t grados Celsius, entonces, h = a + bt + ct?, donde a, b y ¢ son
coeficientes que deben determinarse experimentalmente. En la experimentacion, se
encontré que el agua hierve a 100 °C al nivel del mar, a 95°C a 7400 pies de altura

y a 90 °C a 14 550 pies, determine los valores de a, b y c.

~1
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[©]F Actividades de Contextualizacién o Transversalidad

Problema 1.
A la verduleria La pasadita acaban de llegar 3 contenedores con productos que se detallan

en la siguiente tabla:

Numero del Kgs. de Kgs. de Kgs. de Importe del producto en
contenedor cebolla Zanahoria tomate. contenedor(pesos)
1 800 300 500 16 900
2 500 400 400 14 800
3 700 600 800 24 200

Con la informacion proporcionada calcule el precio por kilogramo de cada producto.

Problema 2

Un Trailer transporta un contenedor cargado con tomate, cebolla y zanahoria. El
precio de compra de cada producto es de 25, 18 y 24 pesos por kilogramo respectivamente.
El peso total del contenedor es de 3 toneladas y el peso de la cebolla iguala al peso de la
zanahoria y el tomate. El costo del producto es de 64 000 pesos. ¢ Cuantos kilogramos de
cada producto lleva el contenedor?

P
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===i' Ejercicios Adicionales

Si el numerador y denominador de una fraccidon se aumentan en 5, la fraccion
resultante es 2/3. Pero si tanto el numerador como el denominador se disminuyen en 5, la
fraccion resultante equivale a 3/7. ¢ Cual es la fraccion original?

1. Un hombre tarda 23 minutos mas que su hijo para recorrer 5 millas. Sin embargo, si el
hombre duplica su velocidad, puede recorrer la misma distancia en un minuto menos
gue su hijo. ¢ Cual es la velocidad del hombre y cual la de su hijo?

2. En 20 onzas de una aleacién hay 6 onzas de cobre, 4 onzas de zinc y 10 onzas de
plomo. En 20 onzas de una segunda aleacién hay 12 onzas de cobre, 5 onzas de zinc
y 3 onzas de plomo, mientras que en una tercera aleacion hay 8 onzas de cobre , 6
onzas de zinc y 6 onzas de plomo. ¢cuantas onzas de cada aleacion tiene que
combinarse para obtener una aleacion que contenga 34 onzas de cobre, 17 onzas de

zinc y 19 onzas de plomo?

5.2 Ecuaciones cuadraticas

Introduccion

Se llama ecuacién cuadrética o de segundo grado a toda ecuacion que tiene la forma
ax’ +bx+c=0
donde “X” es una variable, los coeficientes “a, b y ¢” son nimeros cualesquiera y donde “a”

es diferente de cero. Las ecuaciones cuadraticas pueden ser “completas” o “incompletas”

ECUACIONES ECUACIONES
COMPLETAS INCOMPLETAS
ax®+bx =0

ax®?+bx+c=0
ax’+c=0

~1
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{ Actividades de Apertura j

Actividad

En las siguientes ecuaciones cuadraticas, identifica los coeficientes numéricos y

escribe sus valores (sigue el ejemplo del primer renglon):

Coeficientes numéricos

No. Ecuacion

cuadratica a b c
1) 10x2+2x—-3=0 10 2 -3
2) x2—-3x+2=0
3) 2y?+y+3=0
4) 3x2+3=0
5) X2+x+9=0
6) -2x%-3x=0

]
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Actividad

En los siguientes ejercicios, utiliza las palabras “completa” o “incompleta”. Identifica y anota

sobre la linea el tipo de ecuacion que representa.

No. Ecuacion cuadratica Tipo

1) x?-5x+10=0 Es una ecuacion
2) x?2—5x=0 Es una ecuacion
3) x2-3x+2=0 Es una ecuacién
4) x2-9=0 Es una ecuacién
5) 2x>—-200=0 Es una ecuacioén

Reduccion de una ecuacidn cuadratica a su forma general

A la expresion ax?+ bx +c =0 se le conoce como forma general de una ecuacién
cuadratica.
Los siguientes ejemplos muestran la manera en que una ecuacion cuadratica puede

reducirse a la forma general efectuando la transformacion adecuada.

Ejemplo 1: Transformar la siguiente ecuacion a su forma general.
2x2+10x =4x +5
Primer paso: pasar todos los términos al primer miembro, para igualar a cero
2x2+10x —4x—-5=0
Segundo paso: reducir los términos semejantes.
2x2+6x—-5=0

Ejemplo 2: Transformar la siguiente ecuacion a su forma general.
(X +1)2=2x(x-2)=0
Primer paso: desarrollar los productos de los binomios.
X2+ 2x+1-2x2+4x=0
Segundo paso: reducir los términos semejantes.

-Xx?+6x+1=0

136
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@@} Actividades de Desarrollo

Reduce a la forma general las siguientes ecuaciones cuadraticas.

1) X?-7=2x+3 2) (x+1)(x-2) +x2=0 3) Xx(x+2)+(x+3)°=0

4) 2x(x+3)+(x—3)?=9 5) x*+ (x+1)? = (x-1)(x+2) | 6) (x+1)2+3=(x+2)*-x?

5.2.1 Métodos de solucioén

a) Método Gréfico
Una ecuacion cuadratica tiene por representacion grafica una curva
llamada parabola. Si la parabola corta el eje de las “x” en uno o dos

puntos, la abscisa de esos puntos es la raiz o solucién de la ecuacion.

Recuerda que un punto en un plano cartesiano esta compuesto por una

pareja de coordenada (x , y) es decir (abscisa, ordenada).

Para realizar la grafica de una ecuacién, es necesario hacer una

acdip S

sustitucion de valores “x”, de tal manera que cada resultado obtenido es

el valor de la ordenada “y”, y en conjunto forman la pareja ordenada, que representa un

punto en el plano cartesiano.

Observa: si tenemos una ecuacion x? — 2x — 3 = 0 y deseamos encontrar las raices de la

ecuacion por el método grafico, vamos a requerir transformar la ecuacion en una funcion

y*, de tal forma que tengamos ahora: y=x2=2x-3

]
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Raiz

X1=-1

=x —-2x-3
X y
-2 5
-1 0
s 6 7 8

Raiz 0 -3

X2 = 3
1 -4
2 -3
3 0
4 5

Ahora bien, definamos un rango de valores para “x” y realicemos la sustitucién en la funcion:

y=x>-2x-3

Tomaremos para este ejemplo un rango de valores de -2 a 4, y sustituiremos en la funcién:

Six=-2
Y=(-22-2(-2)-3
Y=4+4-3
Y=5

Six=-1 Six=0
Y=(-1)?-2(-1)-3 Y =(0)2-2(0)-3
Y=1+2-3 Y=0+0-3
Y=0 Y=-3

Y asi sucesivamente con cada valor definido en el rango. Observa que cada pareja de
valores de la tabla que se encuentra junto a la gréafica se genera con el procedimiento

anterior.

UEMSTIS
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Actividad
Determina las raices de las siguientes ecuaciones cuadraticas mediante una grafica.
1) x2-4x-5=0 2)x2-4x+4=0
3)x2-2x=0 4)x?-4=0
5)x?-x-6=0 6) De las siguientes ecuaciones, subraya aquella

que corte al eje de las “x” en los puntos: (-1,0) y (1,0)

y realiza su gréfica.

a)x*+x+1=0 b)x2-1=0 C) X2 - X
-1=0

Grafica la ecuacion:

b) Solucién de ecuaciones cuadraticas incompletas
Una ecuacion cuadratica siempre tendra dos soluciones, a las cuales se les conoce como
raices de la ecuacion, las soluciones pueden ser iguales o diferentes, también pueden ser
reales o imaginarias.
Para resolver una ecuacion cuadratica incompleta de la forma ax?+ ¢ = 0, donde el
coeficiente “b” es igual a cero, puedes utilizar el siguiente procedimiento:

Ejemplo 1: Resuelve la siguiente ecuacion cuadratica y obtén sus raices.
x2=9=0

P
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Primer paso: pasar el término independiente al segundo miembro (derecha)

x>=9

Segundo paso: obtén las raices de la ecuacion, sacando raiz cuadrada a ambos miembros.

x =9
X =43
Xx1=3 X2=-3 raices de la ecuacion (dos soluciones)

Ejemplo 2: Encuentra las raices de la siguiente ecuacién cuadratica.
X(2x + 3) = 3x + 50
Primer paso: realiza el producto de la izquierda
2x? + 3x = 3x + 50
Segundo paso: pasar los términos de la derecha al primer miembro (izquierda)
2x2+3x-3x—-50=0
Tercer paso: reducir los términos semejantes.
2x? +3%-3%—-50=0 2x>-50=0

Cuarto paso: pasa el término independiente al segundo miembro y divide

coeficiente de “a”

2x2 =50
X2=50/2
X2 =25

=
[ )]

entre el

Quinto paso: obtén las raices de la ecuacion, sacando raiz cuadrada a ambos miembros.

X =+v25
X =45
X1=5 Xo=-5 raices de la ecuacioén

UEMSTIS ACADEMIA NACIONAL DE MATEMATICAS

P

140

A



i
ALGEBRA (APRENDIZAJES ESENCIALES)

Actividades de Cierre

Obtén las raices de las siguientes ecuaciones cuadréticas.

1) x*-36=0 2) x2-16=0 3) 2x%2=200
4) 4x2=4 5) (x-2)?=8-4x 6) (x+3)*=6x+34
7 (x+1)(x-1) =3 8) (x-2)(x+1) =2-X 9) (x+2)(x+3) =5x+55

10) (x + 3)(x - 3) =27

Ahora bien, para resolver una ecuacion cuadratica incompleta de la forma ax?+ bx =0,

“,0

donde el coeficiente “c” es igual a cero, puedes utilizar el siguiente procedimiento:

Este método consiste en factorizar y aplicar la propiedad del cero en la multiplicacion: si
el producto (multiplicacién) de dos factores es cero, entonces al menos uno de ellos es cero.

Ejemplo: Encuentra las raices de la siguiente ecuacién cuadratica. 2x2 = 5x
Primer paso: pasar el término de la derecha al primer miembro (izquierda)
2x2—-5x=0
Segundo paso: Factoriza el término semejante (en este caso “X”).
X(2x-5)=0
Tercer paso: Como el producto de los factores es igual a cero, entonces:
x=0 2x-5=0

P
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Cuarto paso: pasa el término independiente al segundo miembro y divide
entre el coeficiente de “a”

2x—-5=0

Por lo tanto, las raices de la ecuacién son: X;=0 X,=25

Actividad: Resuelve por factorizacion cada una de las ecuaciones y obtén sus raices.

1) x2-2x=0 2) x*+4x=0 3) x(x+4)=3x2
4) (x-2)2=2x+4 5) (x-2?+x(x+3)=4 6) x(x+1)+(x+1)2=1
7) 5x2+30x=0 8) 7x?-49x=0 9) 3x?2=12x

10) 11x2 = -121x

Y
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¢) Solucién de ecuaciones cuadraticas completas utilizando el método de
factorizacion

Para resolver una ecuaciéon cuadratica completa de la forma ax?>+ bx + ¢ = 0,
podemos utilizar varios métodos: Factorizando, completando el trinomio cuadrado perfecto,
graficando o bien utilizando la formula general.

En esta primera parte utilizaremos el método de factorizacién.

Ejemplo 1: Resuelve la siguiente ecuacion cuadratica y obtén sus raices.
x? =11 =10x

Primer paso: pasar el término de la derecha a primer miembro (izquierda) para igualar a
cero la ecuacion. x2 — 10x
-11=0

Segundo paso: factoriza el trinomio de segundo grado. x-11)(x +1) =
0

Tercer paso: Iguala a cero cada factor del producto x—11=0 X
+1=0

Cuarto paso: despeja cada ecuacién para encontrar las raices. x1=11 X2
=-1

Ejemplo 2: Encuentra las raices de la siguiente ecuacion cuadrética.

Xx?=5x+4=0
Primer paso: factoriza el trinomio de segundo grado. x-4x-1)=0
Segundo paso: Iguala a cero cada factor del producto Xx—4=0 X
-1=0
Cuarto paso: despeja cada ecuacion para encontrar las raices. X1=4 X2
=1

P
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1) x?-10x +25=0 2)x2+2x+1=0 3)x2-3x = 28
4)x?-6x = -5 5)x?-4x +4=0 6) 14 = x? + 5x
7) 10x=24-x? 8) 4x?-x = 3x2-4x -2 9) x(x+4)=12

10)x(x - 3) = 2(10 -x)

d) Solucion de ecuaciones cuadraticas completas utilizando la formula general

Este método conocido como férmula general, permite resolver cualquier ecuacion
cuadratica ya sea completas e incompletas, sin embargo, es mas comun que este método
se utilice para la resolucion de ecuaciones completas, en cualquiera de los casos
necesitaras que la ecuacién se encuentre igualada a cero y acomodada en su forma
general: ax?+ bx +¢c =0

La formula general para resolver ecuaciones cuadraticas la conocemos como:

—b +Vb? — 4ac
X =
2a

A +/b? —4ac se le conoce como discriminante, el cual nos permite conocer la

naturaleza y el nimero de soluciones diferentes que tiene una ecuacion.

De tal manera que si el discriminante es:

e Un namero positivo (mayor que cero), tendréa dos soluciones diferentes

e Cero, tendra una solucién (ambas soluciones xi1 y X» son iguales)
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¢ Un numero negativo, no tendra soluciones reales (son imaginarias)

Esto te ayudara a prever o anticipar el tipo de solucién que tendrés al resolver una

ecuacion.

Ejemplo: Encuentra las raices de la siguiente ecuacion cuadratica.

3x?-8x+4=0
Primer paso: identifica los valores de “a”, “b” y “c” a=3 b=-8 =4
— A/ h2—
Segundo paso: sustituye cada valor en la formula general X = %
_ —(=8)+£/(-8)*-4(3)(4)
X =
2(3)

Tercer paso: realiza las operaciones indicadas. X = % yoi-18

y = Z(C8EV16

6

Observa que el discriminante v16 es un valor positivo, lo que nos indica que la ecuacion

tendra dos soluciones diferentes. x = %
Cuarto paso: obtén las raices
Por un lado sumamos Por otro lado restamos
_ 8+4 _ 8—14
X1 = 6 Xy = 6
_ 12 _ 2
X1 = 6 Xy = 6
X, =2 Reduciendo la fraccién
_ 1
Xy = 3

9
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férmula general.

1) x2+9x+18=0 2) x2+6x+8=0
3) xX2-7x+12=0 4) 3x>+5x+2=0
5) 5x2-13x+6=0 6) 2x2-x-6=0
7) 2x2-9x-5=0 8) 4x?-4x+4=0
9) x+2)(x+3)=0 10) (x + 2)? = 4x + 20

Y
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Actividades de Contextualizacion o Transversalidad

Ejemplo 1. Si el largo de un jardin que tiene forma rectangular es 6 metros mayor que su

ancho y el area del jardin es de 27 metros cuadrados. Determina el perimetro del jardin.

Paso 1: Analicemos el problema:

Largo: x+6 Area de un rectangulo: A = largo
x ancho
Perimetro de un rectangulo: P = 2
(largo+ancho)

Ancho x

Paso 2: Construimos la ecuacién y desarrollamos para calcular las raices.

X(x+ 6) = 27
X% + 6Xx = 27
X2 +6x—-27=0

x+9x-3)=0
X+9=0 x—-3=0

X1=-9 X2 =3

Paso 3: Analizamos las raices. Como lo que deseamos saber es una dimension de un

terreno, no nos sirven los valores negativos, por lo qgue desechamos x1 = -9 y elegimos

para continuar Xp= 3.

Entonces tenemos que el ancho del jardin es de 3 metros y el largo es de 9 metros (ya que

el problema nos dice que el largo es 6 metros mayor que el ancho).

Paso 4: Realizamos el calculo del perimetro.

P=2(3+9)

P=24 Solucién del problema: El perimetro del jardin mide 24 metros.
P
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Ejemplo 2: La suma de dos numeros es -3y el producto de ambos es -88. Determina cuales

son los nameros.
Paso 1: Analicemos el problema:
Tenemos dos numeros desconocidos “x” “y”
Si X+y=-3
Entonces y=-3-X
Si el producto lo definimos como: x (y) =-88

Paso 2: sustituimos “y” para construir la ecuacién y desarrollamos para calcular las raices.

X (-3 -x) = -88
-3x -x? = -88 pasamos todos al segundo miembro
x?+3x—-88=0

(x+11)(x-8)=0 Factorizamos
Xx+11=0 x-8=0
X1 =-11 X2 =8

Paso 3: analizamos las raices. En este tipo de problemas buscamos nimeros positivos
y/o negativos que nos den como solucidon de una multiplicacion -88, por lo que las raices

las podemos de manera directa x; =-11 X.= 8, y solo comprobamos.
La suma de (-11)+(8)=-3

Y su multiplicacién (-11)(8)=-88 cumplen con las condiciones establecidas.

Solucién del problema: Los nUmeros son-11y 8
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Ejercicios Adicionales

Resuelve los siguientes problemas.

1. Se desea construir el marco para un retrato rectangular el cual ocupa una superficie
de 500cm?, si se sabe que la base del marco es 5 centimetros mayor que la altura,

¢ Cuadles son las dimensiones del marco fotografico?

2. El producto de dos numeros enteros consecutivos es 210. Determina cuales son los

numeros.

3. El cuadrado de un niamero mas el triple del mismo nimero da como resultado 40.

¢,Cual es el nUmero?

4. Se desea construir una cerca de un terreno rectangular, si se sabe que el largo del
terreno es el doble que su ancho y su area es de 450 metros cuadrados. Ademas,
sabemos que el metro lineal de cerca tiene un costo de 125 pesos. Determina sus

dimensiones, perimetro del terreno y el costo de construir la cerca.

P
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Ejercicios Adicionales

Resuelve las siguientes ecuaciones cuadraticas:

1. x*=25
2. 3x*=12
3. x2-3x=0
4. x(x+5)=0

5 (x+2)2=4x+20

6. x+2)(x+3)=0

7. x=-2)(x-3)=0

8. x*-5x+4=0

9. La gréfica de la ecuacion cuadratica x? — 3x + 2 = 0 es una parabola que corta al eje

de las x en los puntos cuyas abscisas son:

10. La gréfica de la ecuacion cuadratica x? + 2x = 0 es una parabola que corta al eje de

las x en los puntos cuyas abscisas son:

11. La gréfica de la ecuacion cuadrética x? + 6x + 9 = 0 es una parabola que corta al eje

de las x en los puntos cuyas abscisas son.

12. La longitud de un rectangulo es 7 cm mayor que su ancho. El area es 120 cm?. Halla

las dimensiones.

P
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